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RESUMO 

Neste trabalho, uma nova metaheurística é proposta para ser utilizada na resolução de 

problemas de otimização restrita e sistemas de equações que podem ser representados por uma 

função objetivo de natureza unimodal ou multimodal. O Algoritmo de Busca por Aceleração 

(ABA) é um algoritmo estocástico inspirado no método de Hooke & Jeeves, que é um algoritmo 

de otimização por busca direta. O ABA, que é um método único, foi implementado em 

Linguagem de Programação C e testado em problemas de otimização com restrições e sistemas 

de equações presentes na literatura. Os resultados produzidos apontam que o algoritmo proposto 

consegue, por exemplo, resolver problemas de 256 dimensões com média de somente 523 

iterações, além de encontrar soluções para sistemas de equações não lineares com média de 

apenas quinze iterações. Diante disto, pode-se concluir que o ABA provou ser eficiente, 

robusto, preciso e acurado, além de ser facilmente implementável. 

Palavras-Chave: Método de Hooke & Jeeves; Metaheurística estocástica; Modelagem 

computacional. 
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ABSTRACT 

In this work, a new metaheuristic is proposed to be used in solving restricted optimization 

problems and systems of equations that can be represented by an objective function of unimodal 

or multimodal nature. The Accelerated Search Algorithm (ABA) is a stochastic algorithm 

inspired by the Hooke & Jeeves method, which is a direct search optimization algorithm. ABA, 

which is a unique method, was implemented in C Programming Language and tested in 

optimization problems with constraints and systems of equations present in the literature. The 

results produced indicate that the proposed algorithm can, for example, solve 256-dimensional 

problems with an average of just 523 iterations, in addition to finding solutions for systems of 

non-linear equations with an average of just fifteen iterations. Given this, it can be concluded 

that ABA proved to be efficient, robust, precise and accurate, in addition to being easily 

implementable. 

Key-words: Hooke & Jeeves Method; Stochastic Metaheuristics; Computational 

Modeling. 
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1. Introdução 

O mundo tal como é conhecido na atualidade reflete, de certo modo, o quanto a humanidade 

evoluiu em áreas importantes para o conhecimento: filosofia, cultura, ciência e tecnologia. 

Desde os primórdios da raça humana, identificar problemas, sejam eles quais forem e 

independentemente de sua complexidade, e encontrar soluções, sempre foi um objetivo 

buscado, embora nem sempre seja possível alcançar os resultados esperados [4]. 

Nas áreas da computação e engenharias há problemas documentados desde meados dos 

anos 1950, e que desafiam matemáticos, engenheiros e cientistas da computação a encontrarem 

alguma solução. Em alguns casos os problemas até são solúveis, entretanto, ao passo que eles 

são resolvidos, outras perguntas a serem desvendadas emergem das soluções já encontradas [4]. 

Em situações como estas, ainda assim é importante encontrar uma boa solução viável que seja 

razoavelmente próxima da solução ótima [11]. 

Na engenharia civil, por exemplo, os métodos de otimização Algoritmos Genéricos, 

Simulated Anneling (em português, Recozimento Simulado) e a técnica de Otimização por 

Colônia de Partículas foram utilizados por SARAMANGO e STEFFEN JR para determinar a 

solução de um modelo físico simplificado do comportamento elástico de duas molas (problema 

direto) e na determinação dos parâmetros correspondentes à variação da rigidez de um prédio 

de três andares submetido a carregamentos extremos (problema inverso) [32]. 

Um exemplo de algoritmo de otimização na área de computação é o uso de procedimentos 

heurísticos para gerir recursos em computação em nuvem. O método proposto por MATOS foi 

projetado a partir de um problema de escalonamento de tarefas, e foi formulado para encontrar 

solução para o problema de particionamento de conjuntos, que teve como objetivo reduzir 

(minimizar) o número de máquinas virtuais para a execução de tarefas no ambiente de 

computação nas nuvens [33]. Diante disso, depreende-se que o uso das heurísticas e a 

proposição de novos métodos heurísticos são necessários, pois podem ser utilizados para uma 

vasta gama de problemas do cotidiano, nas mais variadas áreas do conhecimento. 

Dentre as classificações das heurísticas estão as metaheurísticas, que são métodos de alto 

nível [9] que combinam estratégias de forma inteligente com objetivo de explorar espaços de 

busca para encontrar soluções eficientes [3] por meio do processo de otimização. Dentre os 

métodos de otimização existentes na literatura estão os estocásticos, determinísticos e por busca 

direta. O Algoritmo de Busca por Aceleração, que é o método proposto neste trabalho, é uma 

metaheurística do tipo estocástico, pois utiliza parâmetros aleatórios e baseados em 
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comportamentos sociais [1], como é o caso das populações que serão geradas no início da 

execução do algoritmo e se movimentarão a cada iteração, e é inspirado em um algoritmo de 

otimização por busca direta, o de Hooke & Jeeves, por realizar comparação entre dois pontos, 

o melhor indivíduo da população e o indivíduo que obteve melhor desempenho na 

movimentação atual, verificando qual deles é o menor [13] para encontrar o valor ótimo, 

considerando o critério de parada estabelecido. 
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2. Objetivos 

2.1. Objetivo Geral 

Apresentar estrutura, execução, estratégia aplicada, método de inspiração e pseudocódigo 

do Algoritmo de Busca por Aceleração. Ademais, também se faz presente no escopo deste 

trabalho apresentar os resultados de testes feitos em problemas de otimização e sistemas de 

equações presentes na literatura.  

2.1.1 Objetivos Específicos 

Os objetivos específicos deste trabalho são: 

a)  Propor um novo algoritmo de otimização global, o ABA; 

b)  Apresentar os resultados obtidos mediante testes em problemas de otimização com 

restrições e sistemas de equações lineares e não lineares utilizando o ABA;  

b) Produzir uma análise dos dados produzidos nos testes realizados com o ABA a fim de 

atestar a robustez do novo método. 

2.2. Justificativa 

As metaheurísticas são importantes na resolução de problemas, pois definem as estratégias 

que serão utilizadas para que o ótimo global seja encontrado [11]. Embora não seja possível ter 

certeza quanto a eficiência desses métodos heurísticos, eles devem oferecer algumas garantias 

para que seu uso seja viabilizado. Quando são bem modelados, além de serem capazes de 

encontrar as soluções ótimas, estas estratégias também tendem a apresentar custo 

computacional aceitável [4], tornando possível o seu uso na resolução de problemas de 

otimização e sistemas de equações lineares e não lineares. 

Com isso, pode-se afirmar que novas estratégias são bem-vindas, pois novos problemas 

poderão surgir, e irão requerer novos algoritmos que consigam alcançar seus valores ótimos. 

Diante desta realidade, propõe-se neste trabalho um novo método populacional de otimização 

global eficiente, que não exige tempo computacional em excesso ou grande capacidade de 

armazenamento de dados; robusto, que possua boa performance para uma grande quantidade 
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de problemas e obtém resultados razoáveis para quaisquer pontos de partida; preciso, sendo 

capaz de identificar a solução com precisão e pouco suscetível a erros nos dados e 

arredondamentos [1]; e acurado, onde a solução encontrada está próxima o suficiente do 

parâmetro, o ótimo global, capaz de ser aceita pelo critério de parada. Reitera-se que o ABA 

contempla as características apontadas. 

2.3. Organização do Trabalho 

 Este trabalho está organizado em 8 seções. 

A primeira traz um contexto geral sobre os assuntos tratados neste trabalho, abordando a 

questão de forma mais filosófica, mas já apontando a importância do tema tratado. A seção 

atual visa definir quais os objetivos, geral e específicos, deste trabalho, além da forma como 

este foi organizado. A terceira seção traz os principais conceitos sobre as heurísticas, como elas 

podem ser utilizadas e quais as classificações. A quarta seção apresenta uma das classificações 

das heurísticas, citada na seção anterior, que são as metaheurísticas; a quinta seção apresenta 

os principais conceitos referentes à otimização e quais os tipos existentes, sendo eles o 

estocástico, determinístico e de busca direta, além de exemplos de cada um dos tipos; na sexta 

seção será apresentado primeiramente o algoritmo de inspiração para criação da nova estratégia 

que será apresentado neste trabalho, além do detalhamento do novo método, sendo este o ABA, 

as funções de teste, além dos sistemas. A sétima seção apresenta os resultados da execução do 

novo método. Por fim, a oitava seção encerra o trabalho com as considerações finais e 

proposições de trabalhos futuros. 
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3. As Heurísticas 

 Heurística é um termo originário da Grécia, vem da palavra grega “heuriskein”, que 

significa “encontrar/descobrir” [1] e faz referência às técnicas que tem como objetivo alcançar 

soluções aproximadas, não necessariamente ótimas, mas que podem ser obtidas de forma rápida 

até mesmo quando os problemas que necessitam ser resolvidos são bastante complexos [2].  

Desde o início do século XX este já era um assunto presente em documentos científicos. 

Como exemplo disso, têm-se que no ano de 1905, ao ganhar o Prêmio Nobel, o físico alemão 

Albert Einstein utilizou o termo heurística no título de seu trabalho para indicar uma ideia que 

não estava totalmente concluída, fazendo referência ao conhecimento humano que, embora 

tenha limites, ainda assim é útil [6]. Estes limites fazem referência ao objetivo das heurísticas, 

que buscam encontrar a melhor solução possível, visando atingir o que alguns autores tratam 

como otimalidade [3, 9]. Com isso, conclui-se que as heurísticas têm suas limitações, mas ainda 

assim seu uso é bastante importante e necessário.  

Pode-se destacar também que, nas últimas décadas, houve um avanço considerável do 

desenvolvimento de procedimentos heurísticos. Tal crescimento é perceptível devido ao grande 

número de artigos sobre o tema disponíveis na literatura. Como exemplo disso, destaca-se que 

em 1995 foi lançado o Journal of Heuristics (em português, Jornal das Heurísticas), que é um 

periódico existente até os dias atuais, dedicado exclusivamente à publicação de procedimentos 

heurísticos. Naquele mesmo ano também foi realizado o primeiro congresso de grande alcance 

sobre o tema, Metaheuristic International Conference, o MIC (em português, Conferência 

Internacional de Metaheurísticas), em Breckenridge, Colorado, nos Estados Unidos [10]. 

As heurísticas podem ser consideradas métodos geradores de soluções para problemas, mas 

que devem oferecer certas garantias para que seu uso seja viável [9], pois:  

“Uma heurística é uma técnica computacional aproximativa que visa alcançar uma solução 

avaliada como aceitável para um dado problema que pode ser representado em um computador, 

utilizando esforço computacional considerado razoável, sendo capaz de garantir, em 

determinadas condições, a viabilidade ou a ‘otimalidade’ da solução encontrada (grifos do 

autor) [9].”  

Esta técnica computacional remete ao conceito de algoritmo, definido como “qualquer 

procedimento computacional bem definido que toma algum valor ou um conjunto de valores 

como entrada e produz algum valor ou conjunto de valores como saída” [5]. Portanto, um 

algoritmo recebe dados, processa e apresenta o resultado do processamento. 
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 Além da necessidade de encontrar boas soluções para problemas difíceis e em tempo 

razoável, os métodos heurísticos são comumente utilizados por serem mais flexíveis e 

possibilitarem a incorporação de condições difíceis de modelar. Também podem ser utilizados 

como parte de um procedimento global que permite encontrar a solução ótima de um problema 

com custo computacional aceitável, em que deve haver alta probabilidade de a solução estar 

próxima da ótima e baixa possibilidade de ser obter uma solução ruim, ou seja, muito distante 

da ideal [10, 9]. Diante do exposto, pode-se destacar que é importante, além dos problemas 

serem solúveis computacionalmente, que sejam modelados de forma que o custo tecnológico 

demandado para se chegar à solução permita a execução em tempo humanamente aceitável. 

Dentre os métodos heurísticos existentes, há os métodos de buscas locais e os construtivos. 

A execução do primeiro começa encontrando alguma solução viável do problema e tenta 

melhorá-lo progressivamente. Cada etapa do procedimento realiza um movimento de uma 

solução para outra de melhor valor. O método termina quando, para uma solução, não há outra 

que a melhore. O segundo, presente na categoria dos métodos construtivos, envolve a criação 

de uma solução para o problema literalmente do zero e tende a se basear na melhor escolha em 

cada iteração. Os métodos construtivos e de busca local formam os fundamentos das 

metaheurísticas [10]. Entre as classificações possíveis das heurísticas, pode-se destacar as 

metaheurísticas, que são algoritmos adaptáveis usados na resolução de praticamente quaisquer 

problemas de otimização [4].  
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4. As Metaheurísticas 

Também chamadas de heurísticas modernas [9], as metaheurísticas são métodos de 

resolução geral que fornecem tanto uma estrutura, quanto diretrizes de estratégias gerais para 

desenvolver um método heurístico que se ajuste a um tipo de problema particular [11]. São um 

processo de geração iterativo que orienta uma heurística subordinada combinando conceitos 

diferentes de forma inteligente para explorar os espaços de busca utilizando estratégias de 

aprendizado para estruturar informações a fim de encontrar soluções eficientes e quase ótimas 

[3].  

A palavra metaheurística também é de origem grega, onde meta, quer dizer nível superior, 

e heurística, como já citado neste trabalho, propõe o sentido de encontrar. Sendo assim, esta 

etimologia sugere um método de alto nível para resolver problemas e encontrar soluções [9]. 

Pode-se afirmar, então, que as metaheurísticas não têm como objetivo atingir a solução exata 

dos problemas a que são submetidas, mas encontrar os valores mais próximos do que está sendo 

buscado, num processo de otimização. Ou seja, elas têm a função de otimizar os resultados 

obtidos a fim de melhorá-los.  

Embora alguns autores afirmem que é possível oferecer garantias quanto ao desempenho 

dos métodos heurísticos [9], outros fazem ressalvas importantes, afirmando que não é possível 

oferecer garantia alguma sobre a qualidade da solução ótima que será encontrada, mas reiteram 

que uma metaheurística bem elaborada deve alcançar soluções que sejam pelo menos próximas 

da ótima, ou então afastar a possibilidade de essas soluções existirem [11]. Sendo assim, as 

metaheurísticas são utilizadas para determinar as estratégias aplicadas para resolver os 

problemas, além de ser um meio de diversificar uma possível solução dentre as soluções 

encontradas para se aproximar da solução ótima, em que a possibilidade de que o resultado 

encontrado esteja próximo da ótima seja como bastante provável, e o inverso seja improvável 

de acontecer [10].  

Dependendo da forma como for modelada, os fatores citados acima podem tornar a 

execução dessas metaheurísticas bastante custosa computacionalmente, pois serão executadas 

num processo de exaustão, conforme será mostrado através dos resultados obtidos na execução 

da nova estratégia criada. Contudo, é necessário modelar a solução de forma que o custo 

computacional seja mensurável e aceitável [4]. As metaheurísticas são importantes aliadas no 

processo de otimização, pois propiciam a busca inteligente por soluções [4], explorando os 

espaços de busca a fim de encontrar soluções eficientemente próximas da ideal, onde é razoável 
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aceitar que, após um movimento bem-sucedido, deve-se conduzir os próximos movimentos a 

fim de melhorar ainda mais o resultado obtido [25]. 
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5. Otimização 

 Os problemas de otimização utilizados neste trabalho estão na seguinte forma:  

 

min f(xi)  

sujeito à ai ≤ xi ≤ bi, 

sendo que i = 1, ..., n. 

 

Em que ai e bi são os limites do espaço de busca, sendo que o primeiro é a extremidade inferior 

e o segundo, a superior. Por fim, f representa a função objetivo que será otimizada e o xi é o 

vetor de variáveis.  

Todo problema que admite mais de uma solução viável dispara a busca da melhor das 

soluções: a solução ótima [27]. Otimização é o estudo de problemas em que se busca minimizar 

ou maximizar uma função real escolhendo sistematicamente os valores de variáveis reais ou 

inteiros dentro de um conjunto permitido [14], e a essência da otimização está em melhorar 

algo em um conjunto de alternativas disponíveis [9], onde na maioria das vezes o valor ótimo 

é difícil de ser encontrado quando realizado apenas um cálculo [1]. Por este motivo se faz 

necessário realizar novos cálculos a fim de melhorar o resultado obtido. No contexto deste 

trabalho, serão considerados somente problemas de minimização. 

Independentemente do campo de aplicação, um problema de otimização sempre terá 

elementos padrão que poderão ser identificados em cada situação específica: as variáveis de 

decisão, os critérios e a função objetivo do problema. Por fim, problemas de otimização também 

possuem as restrições e região viável [27]. Na matemática, otimização se refere a busca por se 

chegar nos máximos e mínimos de uma função, ou seja, calcular o ponto [ou indivíduo, no caso 

do ABA] considerado “ótimo” [7], que atenda o critério de parada estabelecido. Esse e outros 

critérios de parada serão mais bem detalhados na seção 5.2. O processo de otimização se inicia 

determinando uma estimativa inicial x0, seguido de outras sequências de aproximação até 

encontrar o ponto mínimo [1].    
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Figura 1 - Diferença entre ótimo local e ótimo global. 

Fonte: Goldbarg et. al [9]. 

Na Figura 01 a função objetivo é representada e o ponto mais alto da superfície é o ótimo 

global, já o ótimo local é representado pelo ponto mais baixo [9]. Esse exemplo ilustra de forma 

bastante concisa dois conceitos bastante importantes para o entendimento deste assunto, pois 

mostra a tentativa do ótimo local em alcançar o melhor resultado possível, rumo à chamada 

otimalidade (qualidade de ser ótimo), e se aproximar do ótimo global. 

Uma das características mais fundamentais das metaheurísticas é a sua capacidade de 

diversificar o campo de soluções e “escapar” de um ótimo local. Ao atingir um ótimo local, a 

metaheurística realiza um processo de “fuga” para buscar uma solução melhor [11]. Os sucessos 

ou fracassos durante a execução dos testes influenciam a direção dos movimentos [25] tanto de 

forma positiva, aproximando do ótimo buscado, mas também negativamente, movendo o 

espaço de busca para o sentido contrário ao esperado. 

Os bons algoritmos de otimização devem conter as seguintes propriedades [1]:  

Robustez: devem ter uma boa performance para uma grande variedade de problemas e 

obter resultados razoáveis para quaisquer pontos de partida. 
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Eficiência: não devem exigir tempo computacional excessivo ou grande capacidade de 

armazenamento de dados. 

Precisão: devem ser capazes de identificar a solução com precisão, sendo pouco sensíveis 

a erros nos dados ou arredondamentos numéricos quando o algoritmo é implementado no 

computador [1]. 

Outra propriedade que também deve estar nestes algoritmos é a Acurácia: a solução 

encontrada deve ter proximidade com seu parâmetro [31]. No caso do ABA, o parâmetro 

utilizado é o ótimo global. 

Os métodos de otimização podem receber classificações.  

5.1 Tipos de Otimização 

Uma das formas de classificar os algoritmos de otimização é dividindo-os nos seguintes 

grupos: estocásticos, determinísticos e por busca direta. Cada classificação será detalhada nas 

seções seguintes: 

5.1.1 Otimização Estocástica 

 Na otimização estocástica, também conhecida como otimização sob incertezas [12], é 

comum trabalhar com a indefinição de algumas variáveis e produzir algumas soluções que 

otimizam a performance esperada do modelo, geralmente utilizando parâmetros aleatórios e 

baseados em comportamentos sociais e processos naturais. Pode-se citar como exemplo os 

algoritmos Busca Tabu, Simulated Annealing (Recozimento Simulado), e os baseados em 

população (Algoritmos Genéricos, Evolução Diferencial, Otimização por Colônia de Formigas, 

Otimização por Bando de Pássaros etc.) [1]. Do ponto de vista pedagógico, a área de otimização 

estocástica é muito abrangente, pois utiliza resultados de programação linear, probabilidade e 

estatística [12]. 

Como estas técnicas costumam avaliar constantemente a função objetivo, isso as tornam 

custosas computacionalmente [1], todavia, como já citado neste trabalho, é necessário que, 

durante o processo de modelagem, esses métodos sejam elaborados de forma a garantir que o 

custo computacional requerido para execução seja considerado aceitável. O objetivo dos 

algoritmos de otimização estocástica é encontrar soluções que sejam admissíveis para todas as 

possíveis realizações das variáveis aleatórias que são parte da modelagem [12], que é quando 

se identifica os objetivos, variáveis e restrições de um problema [1]. 
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5.1.2 Otimização Determinística  

Os algoritmos de otimização determinística realizam poucas verificações à função objetivo, 

o que os tornam mais eficientes e menos custosos computacionalmente. Os melhores resultados 

encontrados em métodos deste tipo são para as funções contínuas, convexas e semi-modais [1]. 

Estes métodos se destacam por serem de fácil implementação e rápida convergência em 

direção à solução ótima. Ressalta-se que esses algoritmos não são dependentes de valores 

aleatórios, resultando em uma solução única a cada execução, utilizando o mesmo conjunto de 

valores gerados no início do procedimento. É necessário pontuar que esta solução obtida não é, 

necessariamente, um ótimo global. Isso se deve à sensibilidade desses algoritmos aos 

parâmetros iniciais, onde pequenas alterações nesses valores podem exercer influência 

significativa sobre a solução final [29].  

Dentre os métodos de otimização determinística existentes na literatura, pode-se destacar 

os seguintes: Newton-Raphson, Quase-Newton, Langrangiano, Pontos Interiores e 

Programação Quadrática Sequencial [29]. 

5.1.3 Otimização por busca direta 

 O termo Busca Direta surgiu em 1961, para descrever análise das soluções encontradas, 

envolvendo comparação de cada solução experimental com a “melhor” obtida até então, e 

estava presente em um artigo dos pesquisadores Robert Hooke e T. A. Jeeves. O método de 

Hooke & Jeeves, além do Pattern Search (em português, Busca de Padrões) são exemplos de 

algoritmos de otimização por busca direta [6].  

Busca direta se refere a um método iterativo em um conjunto de pontos que são testados a 

cada iteração, associado a uma estratégia que usa somente avaliadores da função f para definir 

a posição seguinte do minimizador. Nos algoritmos de minimização por busca direta pode haver 

a aproximação do gradiente da função por diferenças finitas ou interpolar a função por um 

polinômio, buscando atualizar a aproximação do minimizador para a iteração seguinte [24]. 

Vale a pena estudar e utilizar os métodos de otimização por busca direta pelas seguintes 

razões [25]:  

• nos testes que eles realizaram, as soluções que usam como estratégia a otimização por 

busca direta encontraram soluções que ainda não haviam sido encontradas pelos 

métodos clássicos;  

• prometem fornecer soluções de forma mais rápida que os métodos clássicos; 
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• podem ser bem adaptados para serem utilizados em computadores;  

• fornecem constantemente soluções melhoradas; e  

• permitem diferentes tipos de suposições sobre as funções envolvidas nos problemas. 

Como exemplo de método clássico citado pelo autor, pode-se destacar o Method of 

Steepest Ascent – MSA (em tradução livre Método de Ascensão Mais Íngreme) [25].  

Na otimização por busca direta não é necessário usar o valor da função nas operações do 

algoritmo, pois ocorre somente a comparação de dois pontos e há a verificação de qual deles 

tem o menor valor, considerando a função objetivo. Uma das formas de ocorrer essa verificação 

é pela busca padrão, onde a verificação da função objetivo do conjunto de pontos é realizada a 

cada iteração. Isso ocorre para que seja definido o conjunto de direções apropriadas para gerar 

um espaço de busca positivo e assim escolher a nova aproximação do minimizador [13]. 

 

5.2 Critérios de parada 

 Os critérios de parada são responsáveis por definir a solução ótima do problema [27]. 

Durante o processo de execução de um algoritmo de otimização, após gerada a população 

inicial, duas outras fases ocorrem: movimentação, seguida da verificação do critério de parada. 

Movimentações são efetuadas até que alguma solução que atenda ao critério de parada é 

encontrada, ou quando todas as possibilidades de movimentos são esgotadas e nenhum 

indivíduo obtém resultado satisfatório. Neste caso, o algoritmo encerra e evita que a execução 

do método entre num tipo de loop infinito. Esse processo pode ser mais bem visualizado na 

Figura 02. 
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Figura 2 - Fluxograma geral de um algoritmo de otimização. 

Fonte: Elaborado pelo autor. Adaptado de [28]. 

  

Os autores DENNIS e SCHNABEL apontam o seguinte critério de parada, conforme a seguir 

[8]: 

| ∇f(x+) | ≤ ε 

onde ∇f(x) ≅ 0 é considerada uma condição necessária e suficiente para que o x seja o 

minimizador local de f, e ε = é o erro. Esta condição pode ser inadequada em alguns casos, pois 

depende fortemente das escalas de f e x. Quando, por exemplo, ε = 10-3 onde f estiver em 10-5, 

é provável que este valor de x satisfaça a condição. Todavia, se f estiver, por exemplo, em 105 

pode ser inviável determinar quando o método deve parar a sua busca e o algoritmo pode ser 

taxado como ineficiente, sendo que ele está com um critério de parada inadequado. 

 Nos testes com o ABA foi adotado um critério de parada constante, que serviu para 

determinar quando a busca deveria se encerrar, considerando duas possibilidades: melhor 

solução encontrada e possível falha, sendo que o primeiro caso acontece quando o melhor 

indivíduo é capaz de satisfazer o critério de parada.  
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O critério de parada utilizado foi o seguinte: 

 

|(f(x) - f(m)| < ε 

 

onde f(x) é o valor da função objetivo, f(m) é o valor da função objetivo na melhor solução 

encontrada numa movimentação específica, e ε é o erro, definido como 10-4 (ou 0.0001). 

Quando, por exemplo, f(x) = 0, e f(m) = 0.000016, o critério de parada será satisfeito, pois o 

resultado da função é menor que o erro. O mesmo acontece quando f(x) = 2.1400, e f(m) = 

2.140025. Este critério de parada mostrou-se ser o mais adequado, pois sua efetividade não 

depende das escalas de f e x. Ou seja, independentemente do ótimo global a ser buscado, o 

critério de parada conseguirá ser efetivo. No caso do critério de parada acima o módulo é 

fundamental, pois garante que o resultado do cálculo da diferença entre f(x) e f(m) seja sempre 

positiva, tornando possível a comparação com o valor de ε. 

Outro critério de parada utilizado neste método é o seguinte: 

 

i == D  

 

onde D é a quantidade máxima permitida de movimentações e i é a sequência da movimentação 

atual. Por exemplo, D = 100.000, em que se i iterar e ficar igual ao valor de D, o algoritmo 

encerra a busca. Este é o pior dos casos, pois indica que o método fracassou na busca por uma 

solução ótima que pudesse ser admitida pelo critério de parada. Os parâmetros de erro dos 

critérios de parada utilizados nos testes com o ABA foram definidos após testes, por terem 

apresentado resultados avaliados como satisfatórios. A seção a seguir apresentará o novo 

método de otimização global proposto neste trabalho. 

 

 

 

 

 



 30 de 73 

 

6. Algoritmo de Busca por Aceleração 

 O ABA é uma metaheurística estocástica inspirada num algoritmo de otimização por busca 

direta, o Método de Hooke Jeeves, mais especificamente na fase de progressão.  

6.1 Estratégia de inspiração: Método Hooke & Jeeves  

Este método pode ser classificado como conceitualmente simples, de eficiência bastante 

razoável e de fácil implementação [27] e o algoritmo funciona através de buscas exploratórias 

e lineares [26]. São duas as fases utilizadas no cálculo da função até chegar ao ponto ótimo 

quando se utiliza o método Hooke-Jeeves: Exploração e Progressão: 

 Fase 01: Nesta fase ocorre o teste da Função Objetivo em pontos vizinhos à “base”, 

mediante pontos selecionados, na direção de cada variável de busca e nos sentidos negativo e 

positivo de cada direção. É necessário que o teste nestas duas direções aconteça para que a fase 

da exploração seja finalizada, pois este resultado indicará qual direção provável do ótimo que 

se busca encontrar. A base de busca do ótimo é deslocada para o sentido indicando a direção a 

ser considerada na progressão, encerrando o processo. Quando os pontos movimentados 

estiverem maiores que o critério de parada, eles são reduzidos e o processo de exploração é 

reiniciado, até que sejam menores que o critério de parada, pois neste caso a busca pode ser 

encerrada e o ponto ótimo é encontrado [27]. 

 Fase 02: Na progressão ocorrem os testes na direção provável do ótimo que foi apontada 

na fase de exploração, após os testes nas duas direções possíveis de busca. Sempre que são 

registrados sucessos, ou seja, quando novos “pontos-base” são definidos, a progressão é 

executada. Entretanto, sempre que um insucesso ocorre, quando em uma movimentação dos 

incrementos não for possível encontrar uma direção satisfatoriamente boa, a exploração é 

novamente requisitada no processo de otimização para que novos testes sejam executados [27]. 

 

 Como exemplo do exposto acima, tem-se a Figura 03. Inicialmente, a busca se concentra 

ao redor do ponto inicial (ponto 0), que está ao lado do menor ponto da função objetivo (ponto 

1 em azul, a direita do 0). Nesta fase ocorre a exploração, onde é verificado para qual direção a 

busca irá se deslocar, onde é executado o processo de progressão, ou seja, o “ponto base” se 
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desloca. Após esta iteração, o menor ponto da função objetivo é deslocado (ponto 2 em azul). 

O algoritmo encerra a busca exploratória quando os valores da função objetivo forem todos 

maiores do que o ponto do qual ocorreu a busca exploratória [26]. Neste exemplo, a exploração 

apontou que a progressão deve correr em direção ao ponto 3 (em azul), encontrando o ponto 

mínimo que atenda o critério de parada determinado (ponto 4 em verde). 

 

Figura 3 - Descrição esquemática do algoritmo de Hooke & Jeeves. 

Fonte: MASCHIO e SCHIOZER [26]. 

 

6.2 Considerações 

 O ABA foi inspirado no método Hooke & Jeeves, mais especificamente na fase de 

Progressão que pode ser modelado pela seguinte equação 

 

xk+2 =  xk + α [xk+1 −  xk] 

 

onde xk é o ponto de partida x na iteração atual k, xk+1 é um ponto obtido na fase de Exploração 

bem-sucedida, ou seja, quando o ponto se movimenta, xk+2 é um candidato a novo ponto obtido 

na fase de Progressão e α é um número positivo chamado de Fator de Aceleração [30]. 
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Considerando que o ABA é um método populacional, propõe-se a utilização da seguinte 

equação para atualização dos pontos ou indivíduos de uma população atual 

 

y
k+1
i =  xk  

i +  α[1.0,2.0] [xM − 𝛽[0.5,1.5] xk
i ] 

 

onde xk
i  é o i-ésimo indivíduo da população atual k, y

k+1
i  é o i-ésimo candidato a novo 

indivíduo da próxima população, xM é o melhor indivíduo da população atual, α[1.0,2.0] é um 

número aleatório entre 1.0 e 2.0 que substitui o Fator de Aceleração e, por fim, 𝛽[0.5,1.5] é um 

número aleatório entre 0.5 e 1.5 que é um Fator de Perturbação para criar uma aleatoriedade 

ao redor do indivíduo xk
i . Os intervalos dos Fatores foram escolhidos após testes, sendo que 

estes demonstraram ser os mais adequados dentre as opções analisadas. Ademais, quantidade e 

variedade de testes realizados em os problemas de otimização e sistemas de equações 

asseguram que a qualidade dos resultados obtidos pode ser reproduzida em outros testes. 

 Para esclarecer como a Equação acima será utilizada, todos os passos utilizados no 

Algoritmo são descritos na próxima seção. 

 

6.3 Pseudocódigo do Algoritmo 

 Aqui é descrito o pseudocódigo utilizado para implementação dos passos do Algoritmo: 
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ABA 

Passo 1. (Inicialização) 

1.1 Defina k = 0 e gere a população inicial com n indivíduos x0  
i  = (x0 

1 , … , x0
n). 

1.2 Selecione o melhor indivíduo da população inicial xM e faça f M = f (xM). 

Passo 2. Faça: 

y
k+1
i =  xk  

i +  α[1.0,2.0] [x𝑀 − 𝛽[0.5,1.5] xk
i ] 

Se f (y
k+1
i ) < f (x𝑘 

i ), faça 

  Se f (y
k+1
i ) < f M, faça 

xM = y
k+1
i  e f M = f (y

k+1
𝑖 ) 

  fim do se. 

xk+1
𝑖 =  y

k+1
𝑖    

Senão, faça 

x𝑘+1
𝑖 =  xk

𝑖  

fim do se. 

Passo 3. Se k ≥ kmax ou | f M – mínimo| < 10-4, pare. 

Passo 4. Faça k = k + 1, e volte para o Passo 2. 

  

É importante observar que o ABA será submetido a teste em problemas de otimização e 

sistemas de equações que contém restrições de espaço de busca. Sendo assim, faz-se necessário 

uma adequação do método de forma que evite que os indivíduos “fujam da caixa”, conforme 

pseudocódigo abaixo: 
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ABA Modificado 

Passo 1. (Inicialização) 

1.1 Defina k = 0, Mini, Maxi e gere a população inicial com n indivíduos x0  
i  = (x0 

1 , … , x0
n). 

1.2 Selecione o melhor indivíduo da população inicial xM e faça f M = f (xM). 

Passo 2. Faça: 

y
k+1
i =  xk  

i +  α[1.0,2.0] [xM − 𝛽[0.5,1.5] xk
i ] 

 

Se y
k+1
i < Mini, faça 

y
k+1
i = Mini 

 senão, se y
k+1
i > Maxi, faça 

y
k+1
i = Maxi 

fim do se. 

 

Se f (y
k+1
i ) < f (x𝑘 

i ), faça 

  Se f (y
k+1
i ) < f M, faça 

xM
 = y

k+1
i  e f M = f (y

k+1
𝑖 ) 

  fim do se. 

xk+1
𝑖 =  y

k+1
𝑖  

Senão, faça 

xk+1
𝑖 =  xk

𝑖  

fim do se. 

Passo 3. Se k ≥ kmax ou | f M – mínimo| < 10-4, pare. 

Passo 4. Faça k = k + 1, e volte para o Passo 2. 

 

6.4 Metodologia Utilizada 

O novo método proposto por este Trabalho foi desenvolvido a partir de um estudo na 

literatura sobre as metaheurísticas, além dos algoritmos de otimização, sobretudo os 

estocásticos, e é baseado no algoritmo de Hooke & Jeeves, sendo este um algoritmo por busca 

direta, que possui em sua estrutura um fator de aceleração, o que justifica o nome dado ao novo 

método criado: Algoritmo de Busca por Aceleração, ou ABA. O algoritmo considerado para os 

testes foi o ABA na versão modificada, considerando as restrições. 
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O processo de desenvolvimento do ABA se iniciou com a modelagem do algoritmo a ser 

desenvolvido, seguido da construção do pseudocódigo e somente então a codificação do novo 

método na Linguagem de Programação C, para somente então ser testado em problemas de 

otimização e sistemas.  

Todos os testes foram realizados com população definida em 20 indivíduos, número 

máximo de movimentações em 105 e rodadas de teste em 100. Quanto ao critério de parada, os 

problemas e sistemas lineares com até duas incógnitas foram testados considerando o erro 

relativo em 10-4, enquanto os sistemas de equações lineares com três ou mais incógnitas e todos 

os não lineares foram submetidos a teste considerando o erro relativo em 10-2. 

 Os problemas de otimização e sistemas de equações submetidos ao ABA foram testados 

em um computador com as seguintes especificações técnicas: 

• Sistema Operacional Windows 10 Pro; 

• Processador AMD Ryzen 3 3200G; 

• Memória RAM 8,00 GB; 

• Arquitetura de 64 bits, com processador baseado em x64. 

No Apêndice A estão alguns problemas de otimização encontrados na literatura que são 

comumente utilizados para atestar a robustez e eficiência de métodos heurísticos, além dos 

Sistemas de Equações Lineares, presentes no Apêndice B e os Não Lineares, dispostos no 

Apêndice C. 
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7. Resultados 

 A Tabela 1 apresenta os resultados dos testes realizados com os problemas de otimização 

presentes na literatura, descritos no Apêndice A. A primeira coluna da tabela traz o nome do 

problema, seguido da quantidade de dimensões, ou seja, a quantidade de variáveis. A terceira 

coluna mostra a taxa de sucesso do método em cada problema. Por fim, a última coluna 

apresenta a média de iterações demandadas para se encontrar o ótimo global. 

 

Tabela 1 - Resultados das Funções de Teste 

Problema Dimensões Sucesso (%) Média de Iterações 

Aluffi-Pentini’s Problem 

(AP) 
2 100 34 

Becker and Lago Problem 

(BL) 
2 100 3.811 

Bohachevsky 1 Problem (B1) 2 100 25 

Bohachevsky 2 Problem (B2) 2 100 27 

Camel Back–3 Three Hump 

Problem (CB3) 
2 100 15 

De Jong Problem (DJ) 256 100 523 

Powell’s Quadratic Problem 

(PWQ) 
4 100 87 

Rastrigin Problem (RG) 5 100 203 

Rotated Ellipse 2 (RE2) 2 100 29 

Schaffer 1 Problem (SF1) 2 100 371 

Schaffer 4 Problem (SF4) 2 100 94 

Six Hump Camel (SH) 2 100 111 

 

As Tabelas 2 e 3 apresentam os resultados dos testes realizados em Sistemas de Equações, 

sendo que a primeira traz os Lineares, descritos no Apêndice B, e a segunda os Não Lineares, 

disponíveis no Apêndice C. Os sistemas de equações testados são de duas ou três incógnitas, 

conforme disposto na segunda coluna da tabela. A terceira coluna apresenta a taxa de sucesso. 

Por fim, a última mostra a média de iterações necessárias para encontrar as soluções de cada 

sistema, que foram ajustados para possibilitar a resolução por meio de otimização. 
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Tabela 2 - Resultados dos Sistemas Lineares 

Sistemas Incógnitas Sucesso (%) Média de iterações 

Sistema 01 2 100 3.908 

Sistema 02 2 100 2.824 

Sistema 03 3 100 96 

Sistema 04 3 100 3.565 

Tabela 3 - Resultado dos Sistemas Não Lineares 

Sistemas Incógnitas Sucesso (%) Média de iterações 

Sistema 05 2 100 969 

Sistema 06 2 100 44 

Sistema 07 3 100 15 

Sistema 08 3 100 345 

 

Conforme apontado nas tabelas 01, 02 e 03, em todos os testes realizados nos problemas 

de otimização e sistemas de equações, o Algoritmo de Busca por Aceleração foi robusto, por 

ter conseguido obter taxa de 100% de sucesso até mesmo em problemas com 256 dimensões, 

como é o caso do De Jong Problem (DJ). Dito de outra forma, em todas as 100 populações 

geradas em cada teste realizado, o algoritmo conseguiu movimentar os indivíduos de forma 

adequada, fazendo-os alcançar uma posição admissível ao critério de parada. 

O ABA também se mostrou eficiente, atingindo o grau máximo de sucesso com média de 

iterações baixa. Como exemplo disso, para o Salomon Problem foram necessários, em média, 

apenas 11 iterações/movimentos. Nos sistemas de equações, o Sistema 07 foi solucionado com 

apenas 15. O máximo de iterações médias necessárias foi identificado no Sistema 02, com 

6.964. Diante desses excelentes resultados, depreende-se que o ABA pode ser considerado um 

ótimo algoritmo de otimização global, considerando os resultados obtidos nos testes realizados. 
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8. Conclusão e trabalhos futuros 

 Este Trabalho apresentou os resultados de uma proposta de algoritmo de otimização global 

aplicado a problemas de otimização restrita e sistemas de equações, o Algoritmo de Busca por 

Aceleração (ABA), que é uma metaheurística baseada no método de Hooke & Jeeves. O 

método, programado em Linguagem de Programação C, foi testado em 16 funções de teste, 

todas elas com seus ótimos globais e restrições de busca definidos em cada problema. Em todos 

os testes a população inicial foi de 25 indivíduos, que teriam a possibilidade de se movimentar 

por até 100.000 vezes, no pior caso. Os testes também ocorreram em sistemas de equações 

lineares e não lineares, que foram ajustados ao formato de problema de otimização. A 

quantidade de testes realizados e a complexidade dos problemas submetidos e sistemas 

utilizados possibilitaram algumas conclusões: O ABA conseguiu ser robusto em todos os testes 

apresentados neste trabalho e alcançou os valores desejados de cada problema ou sistema de 

equações com quantidade de movimentações relativamente baixa, confirmando que também é 

eficiente, e os resultados encontrados encontravam-se tão próximos do ótimo global que foram 

admitidos pelo critério de parada, confirmando que o ABA é acurado. Neste contexto também 

pode-se afirmar também que o Algoritmo de Busca por Aceleração é preciso, pois as soluções 

encontradas não apresentaram erros ou inconsistências relacionadas a arredondamentos 

numéricos. 

 Ademais, pode-se afirmar que este trabalho conseguiu atingir com sucesso os objetivos 

traçados durante a etapa de desenvolvimento do ABA, contribuindo com outros pesquisadores 

com um novo método que tem como características principais a fácil implementação, eficiência, 

robustez e custo computacional relativamente baixo. Como sugestão de trabalhos futuros, 

propõe-se comparar o ABA com métodos já existentes. 
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Apêndice A – Funções de Teste 

 

1. Funções de Teste  

Os problemas de otimização descritos nesta seção foram utilizados nos testes do ABA, e 

serão apresentados na seguinte forma: primeiro será descrito a função do problema, que contém 

também a restrição do espaço de busca, seguido da quantidade de mínimos locais e a indicação 

da localização do ótimo global. Por fim, nos casos de problemas que possuem até 2 dimensões, 

é apresentado o gráfico da função objetivo. O gráfico de convergência de todas as funções 

também é apresentado, sendo que o eixo y traz o logaritmo do valor da aproximação dos 

melhores candidatos em relação ao ótimo global, e o x apresenta a quantidade de 

movimentações realizadas para que algum indivíduo alcance desempenho que seja admitido 

pelo critério de parada estabelecido. Os valores considerados para elaboração dos gráficos de 

convergência são referentes ao primeiro teste de cada problema de otimização ou sistema de 

equação. 

 

1.1 Aluffi-Pentini’s Problem (AP) 

 

min f(x) = 0.25x1
4 – 0.5x1

2+ 0.1x1+ 0.5x2
2, 

sujeito a −10 ≤ x1, x2 ≤ 10. 

 

Esta função possui dois mínimos locais, um deles é o global com f(x*) ≈ −0.3523 localizado 

em (-1.0465, 0) [14]. O gráfico da função objetivo é exibido a seguir: 
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Figura 4 - Gráfico do problema Aluffi-Pentini’s. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

 O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  

 

 

Figura 5 - Gráfico de convergência do problema Aluffi-Pentini’s.  

Fonte: O autor, 2024. 
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1.2 Becker and Lago Problem (BL) 

 

min f(x) = (|x1|– 5)2 + (|x2| – 5)2, 

sujeito a −10 ≤ x1, x2 ≤ 10. 

 

Nesta função, o número de mínimos locais é desconhecido, mas o mínimo global é 

encontrado em x* = (0, 0) com f(x*) = 0 [14]. O gráfico da função objetivo é exibido a seguir: 

 

Figura 6 - Gráfico do problema Becker and Lago.  

Fonte: O autor, 2023. 

 

O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  
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Figura 7 - Gráfico de convergência do problema Becker and Lago.  

Fonte: O autor, 2024. 

 

1.3 Bohachevsky 1 Problem (B1) 

 

min f(x) = x1
2 + 2x2

2 − 0.3 cos(3πx1) − 0.4 cos(4πx2) + 0.7, 

sujeito a −50 ≤ x1, x2 ≤ 50. 

 

Nesta função, o número de mínimos locais é desconhecido, mas o mínimo global é 

encontrado em x* = (0, 0) com f(x*) = 0 [14]. O gráfico da função objetivo é exibido a seguir: 
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Figura 8 - Gráfico do problema Bohachevsky 1. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  

 

 
Figura 9 - Gráfico de convergência do problema Bohachevsky 1. 

Fonte: O autor, 2024. 
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1.4 Bohachevsky 2 Problem (B2) 

 

min f(x) = x1
2 + 2x2

2 − 0.3 cos(3πx1) cos(4πx2) + 0.3, 

sujeito a −50 ≤ x1, x2 ≤ 50. 

 

Nesta função, o número de mínimos locais é desconhecido, mas o mínimo global é 

encontrado em x* = (0, 0) com f(x) = 0 [14]. O gráfico da função objetivo é exibido a seguir: 

 
Figura 10 - Gráfico do problema Bohachevsky 2 Problem. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  
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Figura 11 - Gráfico de convergência do Bohachevsky 2 Problem. 

Fonte: O autor, 2024. 

 

1.5 Camel Back–3 Three Hump Problem (CB3) 

 

min f(x) = 2x1
2 − 1.05x1

4 + 
1

6
x1

6+ x1x2 + x2
2, 

sujeito a −5 ≤ x1, x2 ≤ 5. 

 

Esta função possui três mínimos locais, um deles é o global encontrado em x* = (0, 0) com 

f(x*) = 0 [14]. O gráfico da função objetivo é exibido a seguir: 
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Figura 12 - Gráfico do problema Camel Back–3 Three Hump. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  

 

Figura 13 - Gráfico de convergência do problema Camel Back–3 Three Hump. 

Fonte: O autor, 2024. 
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1.6 De Jong Problem (DJ) 

min f(x) =∑ xi
2d

i=1
 , 

sujeito a −5.12 ≤ xi ≤ 5.12, i ∈ {1, 2, …, d},  

testes realizados com d = 256. 

 

Esta função possui o mínimo global localizado em x* = (0, 0, …, 0) com f(x) = 0 [15]. O 

gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  

 

Figura 14 - Gráfico de convergência do problema De Jong Problem. 

Fonte: O autor, 2024. 
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1.7 Powell’s Quadratic Problem (PWQ) 

 

min f(x) = (x1 + 10x1)2 + 5 (x3 − x4)2 + (x2 − 2x3)4 + 10 (x1 − x4)4 

sujeito a −10 ≤ xi ≤ 10, i ∈ {1, 2, 3, 4}. 

 

Esta função é unimodal, onde o mínimo global é encontrado em x* = (0, 0, 0, 0) com f(x) 

= 0 [14]. O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  

 
Figura 15 - Gráfico de convergência do problema Aluffi-Pentini’s. 

Fonte: O autor, 2024. 

 

1.8 Rastrigin Problem (RG) 

 

min f(x) = 10d + ∑ [xi
2-10

d

i=1
cos (2πxi)] 

sujeito a −5.12 ≤ xi ≤ 5.12, i ∈ {1, 2, …, d},  

testes realizados com d = 5. 

 

Esta função possui o mínimo global localizado em x* = (0, 0, …, 0) com f(x) = 0 [14]. O 

gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  
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Figura 16 - Gráfico de convergência do problema Rastrigin Problem. 

Fonte: O autor, 2024. 

 

1.9 Rotated Ellipse 2 (RE2) 

 

min f(x) = x1
2 −  x1x2 + x2

2 , 

sujeito a −500 ≤ x1, x2 ≤ 500. 

 

Nesta função, o número de mínimos locais é desconhecido, mas o mínimo global é 

encontrado em x* = (0, 0) com f(x) = 0 [17]. O gráfico da função objetivo é exibido a seguir: 
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Figura 17 - Gráfico do problema Rotated Ellipse 2. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  

 

Figura 18 - Gráfico de convergência do problema Rotated Ellipse 2. 

Fonte: O autor, 2024 
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1.10 Schaffer 1 Problem (SF1) 

 

min f(x) = 0.5 + 
(sin√x1

2−x2
2)

2

−0.5

( 1+ 0.001 (x1
2+x2

2))
2 , 

sujeito a −100 ≤ x1, x2 ≤ 100. 

 

Nesta função, o número de mínimos locais é desconhecido, mas o mínimo global é 

encontrado em x* = (0, 0) com f(x) = 0 [14]. O gráfico da função objetivo é exibido a seguir: 

 

 

 
Figura 19 - Gráfico do problema Schaffer 1. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

 O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  
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Figura 20 - Gráfico de convergência do problema Rotated Ellipse 2. 

Fonte: O autor, 2024 

 

 

 

 

1.11 Schaffer 4 Problem (SF4) 

 

min f(x) = 0.5 + 
cos2 (sin(x1

2+x2
2))−0.5

( 1+ 0.001 (x1
2+x2

2))
2  , 

sujeito a −100 ≤ x1, x2 ≤ 100. 

 

Nesta função, o mínimo global está localizado em x* = (0, 1.2531), com f(x) = 0.2925 [16]. 

O gráfico da função objetivo é exibido a seguir: 
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Figura 21 - Gráfico do problema Schaffer 2. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir:  

 

Figura 22 - Gráfico de convergência do problema Rotated Ellipse 2. 

Fonte: O autor, 2024 
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1.12 Six Hump Camel (SH) 

min f(x) = 4x1 
2 +  x1x2 − 4x2 

2 – 2.1x1
4+ 4x2

4 + 
1

3
x1

6, 

sujeito a −5 ≤ x1, x2 ≤ 5. 

 

Nesta função, o ótimo global está localizado em x* = (0.0898, -0.7126), com f(x) = -1.0316 

[16]. O gráfico da função objetivo é exibido a seguir: 

 

 

 
Figura 23 - Gráfico do problema Six Hump Camel. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

O gráfico de convergência da função objetivo é exibido a seguir: 
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Figura 24 - Gráfico de convergência do problema Six Hump Camel. 

Fonte: O autor, 2024 
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Apêndice B – Sistemas de Equações Lineares 

 

1. Sistemas de Equações Lineares 

Um sistema linear é um conjunto de m equações lineares, cada uma com n incógnitas. Um 

sistema de equações lineares pode ser representado da seguinte forma: 

 

Sendo que dois índices i = 1, 2, 3, ..., n e j = 1, 2, 3, ..., n são utilizados para representar a 

i-ésima equação, e a j-ésima variável xi, respectivamente, enquanto b1, b2, ..., bm são os temos 

independentes. Sendo assim, a í-ésima equação é: ai1x1 + bi2x2 + … + ainxn = bi [18]. 

Para que fosse possível resolver os sistemas de equações utilizando o Algoritmo de Busca 

por Aceleração, foi necessário transformá-los para um formato que se assemelha ao dos 

problemas de otimização. Neste caso, cada equação é elevada ao quadrado e convertida em uma 

parcela de soma, semelhante ao somatório F = ∑ [f
i
(x)]

2n
i=1  [20]. Por se tratar de testes 

realizados em um algoritmo de otimização restrita, o espaço de busca definido para os sistemas 

de equações tanto lineares quanto não lineares foi Mini = -10, Maxi = 10, por ter se mostrado o 

mais adequado nos testes realizados. 

Na seção seguinte serão apresentados os sistemas de equações lineares e não lineares que 

foram utilizados para teste no ABA. 

 

1.1 Sistema 01 

{
x1 –  3x2 = – 3

2x1 + x2 = 8
 [18] 

 

O Sistema de Equação Linear acima foi convertido para um problema de otimização, 

representado pela função objetivo a ser minimizada: 

 

min f (x1, x2) = (x1 –  3x2 + 3 )2 + (2x1 + x2 –  8 )2 
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O gráfico que representa este sistema em formato de problema de otimização será 

apresentado a seguir: 

 

Figura 25 - Gráfico Sistema 01.  

Fonte: O autor, 2023. 

 

 O gráfico de convergência do sistema em formato de problema de otimização é exibido a 

seguir: 
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Figura 26 - Gráfico de convergência do Sistema 01. 

Fonte: O autor, 2024. 

 

 

1.2 Sistema 02 

 

{
– 7x1 –  4x2 = 2

 x1 + 2x2 = 4
 [18] 

 

O Sistema de Equação Linear acima foi convertido para um problema de otimização, 

representado pela função objetivo a ser minimizada: 

 

min f (x1, x2) = (– 7x1 –  4x2 –   2 )2 + (x1 + 2x2 –  4 )2 

 

O gráfico que representa este Sistema de Equação Linear em formato de problema de 

otimização será apresentado a seguir: 

 



 63 de 73 

 

 
Figura 27 - Gráfico Sistema 02. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

 O gráfico de convergência do Sistema de Equação Linear em formato de problema de 

otimização é exibido a seguir: 

 

 
Figura 28 - Gráfico de convergência do Sistema 02. 

Fonte: O autor, 2024. 
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1.3 Sistema 03 

 

{

x1 +  2x2 –  2x3 = 0

3x1 + x2 –  2x3 = 0

x1 +  5x2 –  2x3 = 0

 [18] 

 

O Sistema de Equação Linear acima foi convertido para um problema de otimização, 

representado pela função objetivo a ser minimizada: 

 

min f (x1, x2, x3) = (x1 +  2x2 –  2x3)2 + (3x1 + x2 –  2x3)2 + (x1 +  5x2 –  2x3)2 

  

O gráfico de convergência do Sistema de Equação Linear em formato de problema de 

otimização é exibido a seguir: 

 

 
Figura 29 - Gráfico de convergência do Sistema 03. 

Fonte: O autor, 2024. 

 

1.4 Sistema 04 

 

{

x1 +  x2 +  2x3 = 0

x1 –  3x2 –  2x3 = 0

2x1 – x2 – x3 = 0

 [18] 
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O Sistema de Equação Linear acima foi convertido para um problema de otimização, 

representado pela função objetivo a ser minimizada: 

 

min f (x1, x2, x3) = (x1 +  x2 +  2x3)2 + (x1 –  3x2 –  2x3)2 + (2x1 – x2 – x3)2 

  

O gráfico de convergência do Sistema de Equação Linear em formato de problema de 

otimização é exibido a seguir: 

 

 
Figura 30 - Gráfico de convergência do Sistema 04. 

Fonte: O autor, 2024. 
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Apêndice C – Sistemas de Equações Não Lineares 

 

1. Sistemas de Equações Não Lineares 

Quando em um sistema não for possível atender a propriedade da homogeneidade, em que 

para um número real ou imaginário k, se uma entrada aumentar k vezes, seu efeito também 

aumentará k vezes, este pode ser considerado um sistema não linear. A análise de sistemas deste 

tipo tende a ser mais difícil e pode aparecer de tantas maneiras que descrevê-los de uma única 

forma matemática torna-se quase impossível [23]. Os sistemas lineares podem ter apenas uma, 

duas ou mais soluções, mas em uma quantidade finita de soluções [18]. Em síntese, os sistemas 

não lineares seguem o mesmo padrão dos sistemas lineares, entretanto, os valores de saída não 

são proporcionais aos de entrada. 

 

1.1 Sistema 05 

 

{
4x1

3 + 4x1x2 + 2x2
2  –  42x1 –  14 = 0

4x2
3 + 2x1

2+ 4x1x2 –  26x2 –  22 = 0
 [19] 

 

O Sistema de Equação Não Linear acima foi convertido para um problema de otimização, 

representado pela função objetivo a ser minimizada: 

 

min f (x1, x2) = (4x1
3 + 4x1x2 + 2x2

2  –  42x1 –  14 )
2
 + (4x2

3 + 2x1
2+ 4x1x2 –  26x2 –  22 )

2
 

 

O gráfico que representa este Sistema de Equação Não Linear em formato de problema de 

otimização será apresentado a seguir: 
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Figura 31 - Gráfico Sistema 05. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

O gráfico de convergência do Sistema de Equação Não Linear em formato de problema de 

otimização é exibido a seguir: 
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Figura 32 - Gráfico de convergência do Sistema 05. 

Fonte: O autor, 2024. 

 

 

1.2 Sistema 06 

 

{
x1

3 –  3x1
2 – x2 = –  2

(𝑥1 –  1 )2 +   x2
2 = 4

 [20] 

 

O Sistema de Equação Não Linear acima foi convertido para um problema de otimização, 

representado pela função objetivo a ser minimizada: 

 

min f (x1, x2) = (x1
3 –  3x1

2 – x2 +  2 )
2
 + ((𝑥1 –  1 )2 +   x2

2 –  4 )
2
 

 

O gráfico que representa este sistema em formato de problema de otimização será apresentado 

a seguir: 
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Figura 33 - Gráfico Sistema 06. 

Fonte: O autor, 2023. 

 

O gráfico de convergência do Sistema de Equação Não Linear em formato de problema de 

otimização é exibido a seguir: 

 

 
Figura 34 - Gráfico de convergência do Sistema 06. 
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Fonte: O autor, 2024. 

 

1.3 Sistema 07 

 

{

5x1
9 – 6x1

5x2
2 + x1x2

4  + 2x1x3  = 0

– 2x1
6x2 + 2x1

2x2
3  + 2x2x3  = 0

x1
2 + x2

2  –  0.2656 =  0

 [21] 

 

O Sistema de Equação Não Linear acima foi convertido para um problema de otimização, 

representado pela função objetivo a ser minimizada: 

 

min f (x1, x2, x3, ) = (5x1
9 – 6x1

5x2
2 + x1x2

4  + 2x1x3 )
2
+ (– 2x1

6x2 + 2x1
2x2

3  + 2x2x3 )
2

+  (x1
2 + x2

2  

–  0.2656)
2
 

 

O gráfico de convergência do Sistema de Equação Não Linear em formato de problema de 

otimização é exibido a seguir: 

 

 
Figura 35 - Gráfico de convergência do Sistema 07. 

Fonte: O autor, 2024. 
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1.4 Sistema 08 

 

{

3x1 – cos(x2x3 ) – 0.5 = 0

x1 
2 –  81 +  (x2 + 0.1)2 + sin(x3) + 1.06 = 0

exp(– x1x2) + 20x3 +  
(10𝜋–3)

3

 [22] 

 

O Sistema de Equação Não Linear acima foi convertido para um problema de otimização, 

representado pela função objetivo a ser minimizada: 

 

min f (x1, x2, x3, ) = (3x1 – cos(x2x3 ) – 0.5)2+ (x1 
2 –  81 +  (x2 + 0.1)2 + sin(x3) + 1.06)

2
+

 (exp(– x1x2) + 20x3 +  
(10𝜋–3)

3
)

2

 

 

O gráfico de convergência do Sistema de Equação Não Linear em formato de problema de 

otimização é exibido a seguir: 

 

 
Figura 36 - Gráfico de convergência do Sistema 08. 

Fonte: O autor, 2024. 
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