UNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DO PARA
INSTITUTO DE ENGENHARIA E GEOCIENCIAS

BACHARELADO EM SISTEMAS DE INFORMACAO

LEANDRO DE OLIVEIRA DOS SANTOS

ALGORITMO DE BUSCA POR ACELERACAO: UM NOVO METODO
POPULACIONAL DE OTIMIZACAO GLOBAL APLICADO A PROBLEMAS DE
OTIMIZACAO RESTRITA E SISTEMAS DE EQUACOES

SANTAREM - PA
2024



2de 73

LEANDRO DE OLIVEIRA DOS SANTOS

ALGORITMO DE BUSCA POR ACELERACAO: UM NOVO METODO
POPULACIONAL DE OTIMIZACAO GLOBAL APLICADO A PROBLEMAS DE
OTIMIZACAO RESTRITA E SISTEMAS DE EQUACOES

Trabalho de Conclusdo de Curso apresentado
ao curso de Bacharelado em Sistemas de
Informac&o, como pré-requisito para obtengédo
do titulo de Bacharel em Sistemas de
Informacédo; Universidade Federal do Oeste do
Pard, Instituto de Engenharia e Geociéncias.
Orientador(a): Dr. Raimundo Augusto
Rodrigues Junior.

SANTAREM - PA
2024



Dados Internacionais de Cataloga¢io-na-Publicagio (CIP)
Sistema Integrado de Bibliotecas — SIBI/ Ufopa

S237a

Santos, Leandro de Oliveira dos

Algoritmo de busca por aceleragao: um novo método populacional de otimizagao
global aplicado a problemas de otimizag¢do restrita e sistema de equagdes./ Leandro
de Oliveira dos Santos — Santarém, 2024.

73 p.:il.

Inclui bibliografias.

Orientador: Raimundo Augusto Rodrigues Junior.

Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduag@o) — Universidade Federal do Oeste do
Para, Instituto de Engenharia e Geociéncias, Curso Bacharelado em Sistemas de Informa-
¢ao.

1. Método de Hooke & Jeeves. 2. Metaheuristica estocastica. 3. Modelagem compu-
tacional. I. Rodrigues Junior, Raimundo Augusto, orient. I1. Titulo.

CDD: 23 ed. 005.1

Bibliotecaria - Documentalista: Renata Ferreira — CRB/2 1440

3de 73



A MINISTERIO DA EDUCACAO )
UNIVERSIDADE FEDERAL DO OESTE DO PARA
. COORD. DO CURSO DE BACHARELADO EM

SISTEMAS DE INFORMACAO

ATA N°9 /2024 - CBSI (11.01.09.14)

N° do Protocolo: 23204.007579/2024-26
Santarém-PA, 18 de junho de 2024.

ATA DE DEFESA

No sexto dia do més de margo de 2024 o aluno Leandro de Oliveira dos Santos,
regularmente matriculado no curso de Bacharelado em Sistemas de Informacao da
Universidade Federal do Oeste do Para, defendeu o Trabalho de Concluséo de Curso
(TCC) intitulado: ALGORITMO DE BUSCA POR ACELERACAO: UM NOVO
METODO POPULACIONAL DE OTIMIZAGAO GLOBAL APLICADO A PROBLEMAS
DE OTIMIZAGCAO RESTRITA E SISTEMAS DE EQUACOES, como requisito para a
obtencao do titulo de Bacharel em Sistemas de Informagéo. Apds a defesa publica, a
Banca Examinadora, constituida pelos professores Dr. RAIMUNDO AUGUSTO
REGO RODRIGUES JUNIOR (Presidente e Orientador); Me. MARTINHO DE SOUZA
LEITE - IEG/UFOPA (Membro interno) e Dr. JOSECLEY FIALHO GOES - IEG/UFOPA
(Membro interno) reuniu-se para avaliar e atribuir a aprovagéo com nota média de 9,5
do TCC.

(Assinado digitalmente em 19/06/2024 11:22 ) (Assinado digitalmente em 19/06/2024 10:59 )
JOSECLEY FIALHO GOES MARTINHO DE SOUZA LEITE
IEG (11.01.09) CBSI (11.01.09.14)

Matricula: ###£809#5 Matricula: ###545#5

2024, tipo: ATA, data de emissdo: 18/06/2024 e o codigo de verificagdo: 641d72ed35

4 de 73



5de 73

Ao0s meus pais, irma, familiares e amigos.



6 de 73

AGRADECIMENTOS

A Deus, fonte suprema de toda sabedoria, cuja presenca é inegavel em minha jornada até

este momento.

A minha mée, Luzia Santos, a minha mae e avo, Ivonete Santos, ao meu pai e avd, Natival
Marinho, as minhas tias NUbia Santos, Sheila Soares, Charliana Santos e Silma Santos, a minha
prima Jéssica Lima e a minha amada irma, Larissa Santos, que sempre me incentivaram durante

a trajetoria académica.

Ao meu orientador, o Professor Dr. Raimundo Augusto Rego Rodrigues Junior, por sua
paciéncia ao longo do desenvolvimento deste trabalho e por compartilhar seu vasto

conhecimento comigo.

Aos meus amigos Jodo Victor Nascimento, Jodo Pedro Carvalho, Marcela Pio, Jodo Vitor
Lima e Iverson Moya, cujas amizades e apoios foram inestimaveis durante minha jornada
académica. A todos os outros colegas que de alguma forma contribuiram para que eu chegasse
até aqui, meu muito obrigado. Também ndo posso deixar de expressar meu profundo aprecgo as
minhas amigas, Carla Martins, Thais Silva, Jussiana Alcantara e Wanderléa Martins, cujos

conselhos e encorajamento foram um suporte vital durante os momentos desafiadores.

Por fim, externo minha gratiddo a Universidade Federal do Oeste do Pard, por me

proporcionar a oportunidade de cursar 0 Ensino Superior nesta primorosa instituicdo de ensino.



7 de 73

“Portanto Dele, por Ele e para Ele sdo
todas as coisas. A Ele seja a gloria
perpetuamente!  Amém.”  (Romanos
11:36)



8 de 73

RESUMO

Neste trabalho, uma nova metaheuristica é proposta para ser utilizada na resolucdo de
problemas de otimizacg&o restrita e sistemas de equacdes que podem ser representados por uma
funcdo objetivo de natureza unimodal ou multimodal. O Algoritmo de Busca por Aceleracédo
(ABA) é um algoritmo estocastico inspirado no método de Hooke & Jeeves, que é um algoritmo
de otimizagdo por busca direta. O ABA, que é um método Unico, foi implementado em
Linguagem de Programacéo C e testado em problemas de otimizagdo com restrig0es e sistemas
de equacdes presentes na literatura. Os resultados produzidos apontam que o algoritmo proposto
consegue, por exemplo, resolver problemas de 256 dimens6es com média de somente 523
iteracOes, além de encontrar solucBes para sistemas de equacdes ndo lineares com média de
apenas quinze iteragdes. Diante disto, pode-se concluir que o ABA provou ser eficiente,

robusto, preciso e acurado, além de ser facilmente implementavel.

Palavras-Chave: Método de Hooke & Jeeves; Metaheuristica estocastica; Modelagem
computacional.
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ABSTRACT

In this work, a new metaheuristic is proposed to be used in solving restricted optimization
problems and systems of equations that can be represented by an objective function of unimodal
or multimodal nature. The Accelerated Search Algorithm (ABA) is a stochastic algorithm
inspired by the Hooke & Jeeves method, which is a direct search optimization algorithm. ABA,
which is a unique method, was implemented in C Programming Language and tested in
optimization problems with constraints and systems of equations present in the literature. The
results produced indicate that the proposed algorithm can, for example, solve 256-dimensional
problems with an average of just 523 iterations, in addition to finding solutions for systems of
non-linear equations with an average of just fifteen iterations. Given this, it can be concluded
that ABA proved to be efficient, robust, precise and accurate, in addition to being easily

implementable.

Key-words: Hooke & Jeeves Method; Stochastic Metaheuristics; Computational

Modeling.



10 de 73

LISTA DE ILUSTRACOES

FIGURA 1 - DIFERENGA ENTRE OTIMO LOCAL E OTIMO GLOBAL. ...ccvvvveeiiiiiieeesiireeessnnneeessnsens 24
FIGURA 2 - FLUXOGRAMA GERAL DE UM ALGORITMO DE OTIMIZAGCAO. ....veeeeiiviieeeeiieeeeeennes 28
FIGURA 3 - DESCRICAO ESQUEMATICA DO ALGORITMO DE HOOKE & JEEVES. .......ccccvvveeeennee. 31
FIGURA 4 - GRAFICO DO PROBLEMA ALUFFI-PENTINI S, ..1titiiieiiiiiiiiiiireee e e e s seiirreneeeee e e e e snnnnneas 44
FIGURA 5 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA ALUFFI-PENTINI’S. ...ccvvveeeiiieee e, 44
FIGURA 6 - GRAFICO DO PROBLEMA BECKER AND LAGO. ....cccvvieiiieeiieeeireeesireeesveessneeesssneeans 45
FIGURA 7 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA BECKER AND LAGO. ....cccvveevuveeeinneenns 46
FIGURA 8 - GRAFICO DO PROBLEMA BOHACHEVSKY L. ...cciiiiiiiiiiiii e 47
FIGURA 9 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA BOHACHEVSKY 1. ...ccccoovveiiieeiiiieenn, 47
FIGURA 10 - GRAFICO DO PROBLEMA BOHACHEVSKY 2 PROBLEM. ......ccoiveieiiiieeiiieeenireeeinneeens 48
FIGURA 11 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO BOHACHEVSKY 2 PROBLEM. ......cccvvveeiiveeeinneenns 49
FIGURA 12 - GRAFICO DO PROBLEMA CAMEL BACK—3 THREE HUMP. .....cccvveeeiiiieeeeeireee e 50
FIGURA 13 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA CAMEL BACK—3 THREE HUMP. ....... 50
FIGURA 14 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA DE JONG PROBLEM. ....cccceeeeeiinnnnnee. 51
FIGURA 15 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA ALUFFI-PENTINI’S. ...vvveeeeeeeeniiinnnee. 52
FIGURA 16 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA RASTRIGIN PROBLEM. .................... 53
FIGURA 17 - GRAFICO DO PROBLEMA ROTATED ELLIPSE 2. ....uvvvieiiitieeeeeiireeeeseireeeeeeenveeeeeenneis 54
FIGURA 18 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA ROTATED ELLIPSE 2. ....veeevvveeeinneenne 54
FIGURA 19 - GRAFICO DO PROBLEMA SCHAFFER L......uviiiiiiiiiiee et 55
FIGURA 20 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA ROTATED ELLIPSE 2. .....ccccvvveennnne. 56
FIGURA 21 - GRAFICO DO PROBLEMA SCHAFFER 2....ccciiiiieeeiitiiieeecittee e e e eireeeessiaae e e s enreea e e nnnes 57
FIGURA 22 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA ROTATED ELLIPSE 2. ....cccccvvvveennnee. 57
FIGURA 23 - GRAFICO DO PROBLEMA SIX HUMP CAMEL. ...cccciiuiieeeiiiieeeeiireeeessineeeessnveeeesennes 58
FIGURA 24 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO PROBLEMA SIX HUMP CAMEL. .......ccccovuvveeeennee. 59
FIGURA 25 - GRAFICO SISTEMA DL, ettt e e et e e e nb e e e enres 61
FIGURA 26 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO SISTEMA OL. ...vviiiiiiiieeecceee e 62
FIGURA 27 - GRAFICO SISTEMA D2......nitiiii ittt ettt e ettt e e e etre e e e s etaae e e e e nbaea e e enres 63
FIGURA 28 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO SISTEMA 02. ..evvviiiiiiieee e 63
FIGURA 29 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO SISTEMA 03, . .oviiiiiiiee et 64
FIGURA 30 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO SISTEMA Q4. ...ovrieiiiee e 65
FIGURA 31 - GRAFICO SISTEMA 5.ttt et snrae e e e ar e e e ennees 67
FIGURA 32 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO SISTEMA 05. ...oviiiiiiiee e 68
FIGURA 33 - GRAFICO SISTEMA 0B.......utiiiiiiiiiii e ittt e ettt e et e e e e snaae e e e e nre e e e e ennees 69
FIGURA 34 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO SISTEMA 06. .....ovveiiiiiiiecciiieee e 69
FIGURA 35 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO SISTEMA O7. v 70

FIGURA 36 - GRAFICO DE CONVERGENCIA DO SISTEMA 08. .oveeieeeeeeeeeeee e eeeieee e e e aaeeeens 71



11 de 73

LISTA DE TABELAS
TABELA 1 - RESULTADOS DAS FUNCOES DE TESTE ..uiiiitiieitieeiieeesiieeeteeestre e stee e streesveesstneesnteeesaree e 36
TABELA 2 - RESULTADOS DOS SISTEMAS LINEARES . ....cttiiiiiiiiirtiiiieesissiiseiresesssssssssssesssessssssssseseess 37

TABELA 3 - RESULTADO DOS SISTEMAS NAO LINEARES ......ccctvtiiiieeiieiiiririieteesssssiaeeresesssessssrseesess 37



12 de 73

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

ABA Algoritmo de Busca com Aceleragéo

MIC Metaheuristic International Conference



13 de 73

LISTA SIMBOLOS

Beta

Alpha



14 de 73

SUMARIO

IR | 1 oo [ o= o TSSO 15
FZ @] o [ (1Y USSR 17
2.1. ODJEUIVO GEIAI ... 17
2.1.1 ODbjetivos ESPECITICOS.......ciiiiiierieieie e 17

2.2, JUSTITICATIVA ...t 17
2.3. 0Organizacao do Trabalno ... 18

3. AS HEBUKISTICAS ....vvveeeeieste ettt bbbttt b et be e 19
4. AS MELANEUIISTICAS ... .euveveiiieieic ittt be s 21
IO ] 410 072 Tox o TSRS 23
5.1 Tip0S de OUIMIZAGAD ......cveeiveeieiiieiie sttt sre et re et e e sreesreenee e 25
5.1.1 Otimizagao EStOCASTICA. .........cviveririiiieiieieiese e 25
5.1.2 Otimizacao DeterminiStiCa........ccoceiririieiierieeee e 26
5.1.3 Otimizagao por BUSCa AIFta..........cccoviiiiieiicie e 26

5.2 CriIterios de PArada..........cccveieiieiiieie ettt st sre e saeesre e 27

6. Algoritmo de Busca por ACEIEIaGa0. ........cceiiiiiiiieieee e 30
6.1 Estratégia de inspiracdo: Método Hooke & JEEVES ........c.cceecveveiereneieieceeeene, 30
I 0o g YT [T = ot L= PSS 31
6.3 PseudocOdigo do AlGOFItMO ........cc.oiieiiiiece e 32
6.4 Metodologia UtIHZAOA ..........cceiviiiiiiiieceeeee e 34

7. RESUITATOS ...ttt b et 36
8. Conclusao e trabalnos FULUFOS...........coiiiiiiiiecee e 38
RETEIEINCIAS ...ttt et 39
APENICE A — FUNGOES 08 TESTE ..ottt 43
Apéndice B — Sistemas de EQUAGOES LINEAIES ..........ccceverieiiiiieniiisieieie e 60

Apéndice C — Sistemas de EqQuaces NAO LINEAreS .........ccccovvveiiiieieiienieiese e 66



15 de 73

1. Introducgéo

O mundo tal como é conhecido na atualidade reflete, de certo modo, o quanto a humanidade
evoluiu em areas importantes para o conhecimento: filosofia, cultura, ciéncia e tecnologia.
Desde os primordios da raca humana, identificar problemas, sejam eles quais forem e
independentemente de sua complexidade, e encontrar solugdes, sempre foi um objetivo

buscado, embora nem sempre seja possivel alcancar os resultados esperados [4].

Nas areas da computacdo e engenharias ha problemas documentados desde meados dos
anos 1950, e que desafiam matematicos, engenheiros e cientistas da computacdo a encontrarem
alguma solugdo. Em alguns casos os problemas até séo sollveis, entretanto, ao passo que eles
sdo resolvidos, outras perguntas a serem desvendadas emergem das solucdes ja encontradas [4].
Em situacdes como estas, ainda assim é importante encontrar uma boa solucédo viavel que seja

razoavelmente proxima da solucéo 6tima [11].

Na engenharia civil, por exemplo, os métodos de otimizagdo Algoritmos Genéricos,
Simulated Anneling (em portugués, Recozimento Simulado) e a técnica de Otimizagdo por
Colbnia de Particulas foram utilizados por SARAMANGO e STEFFEN JR para determinar a
solucdo de um modelo fisico simplificado do comportamento elastico de duas molas (problema
direto) e na determinacgdo dos parametros correspondentes a variacdo da rigidez de um prédio
de trés andares submetido a carregamentos extremos (problema inverso) [32].

Um exemplo de algoritmo de otimizagdo na area de computacdo é o uso de procedimentos
heuristicos para gerir recursos em computacdo em nuvem. O método proposto por MATOS foi
projetado a partir de um problema de escalonamento de tarefas, e foi formulado para encontrar
solugédo para o problema de particionamento de conjuntos, que teve como objetivo reduzir
(minimizar) o nimero de maquinas virtuais para a execucdo de tarefas no ambiente de
computacdo nas nuvens [33]. Diante disso, depreende-se que o uso das heuristicas e a
proposicdo de novos métodos heuristicos sdo necessarios, pois podem ser utilizados para uma

vasta gama de problemas do cotidiano, nas mais variadas areas do conhecimento.

Dentre as classificagOes das heuristicas estdo as metaheuristicas, que sdéo métodos de alto
nivel [9] que combinam estratégias de forma inteligente com objetivo de explorar espacos de
busca para encontrar solucdes eficientes [3] por meio do processo de otimizagdo. Dentre 0s
métodos de otimizacao existentes na literatura estdo os estocasticos, deterministicos e por busca
direta. O Algoritmo de Busca por Aceleracdo, que é o método proposto neste trabalho, € uma

metaheuristica do tipo estocastico, pois utiliza pardmetros aleatérios e baseados em
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comportamentos sociais [1], como é o caso das populagdes que serdo geradas no inicio da
execucao do algoritmo e se movimentardo a cada iteracdo, e € inspirado em um algoritmo de
otimizacdo por busca direta, 0 de Hooke & Jeeves, por realizar comparacédo entre dois pontos,
o melhor individuo da populacdo e o individuo que obteve melhor desempenho na
movimentacdo atual, verificando qual deles é o menor [13] para encontrar o valor 6timo,

considerando o critério de parada estabelecido.



17 de 73

2. Objetivos
2.1. Objetivo Geral

Apresentar estrutura, execucgdo, estratégia aplicada, método de inspiracdo e pseudocodigo
do Algoritmo de Busca por Aceleracdo. Ademais, também se faz presente no escopo deste
trabalho apresentar os resultados de testes feitos em problemas de otimizacdo e sistemas de

equac0es presentes na literatura.
2.1.1 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos deste trabalho séo:
a) Propor um novo algoritmo de otimizacédo global, 0 ABA;

b) Apresentar os resultados obtidos mediante testes em problemas de otimizacdo com

restricOes e sistemas de equacdes lineares e ndo lineares utilizando o ABA,

b) Produzir uma analise dos dados produzidos nos testes realizados com o ABA a fim de

atestar a robustez do novo método.
2.2. Justificativa

As metaheuristicas sdo importantes na resolucao de problemas, pois definem as estratégias
que serdo utilizadas para que o 6timo global seja encontrado [11]. Embora ndo seja possivel ter
certeza quanto a eficiéncia desses métodos heuristicos, eles devem oferecer algumas garantias
para que seu uso seja viabilizado. Quando sdo bem modelados, além de serem capazes de
encontrar as solugbes Otimas, estas estratégias também tendem a apresentar custo
computacional aceitavel [4], tornando possivel o seu uso na resolu¢do de problemas de

otimizacao e sistemas de equagdes lineares e néo lineares.

Com isso, pode-se afirmar que novas estratégias sao bem-vindas, pois novos problemas
poderdo surgir, e irdo requerer novos algoritmos que consigam alcancar seus valores 6timos.
Diante desta realidade, propde-se neste trabalho um novo método populacional de otimizagéo
global eficiente, que ndo exige tempo computacional em excesso ou grande capacidade de

armazenamento de dados; robusto, que possua boa performance para uma grande quantidade
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de problemas e obtém resultados razoaveis para quaisquer pontos de partida; preciso, sendo
capaz de identificar a solucdo com precisdo e pouco suscetivel a erros nos dados e
arredondamentos [1]; e acurado, onde a solugdo encontrada estd proxima o suficiente do
parametro, o 6timo global, capaz de ser aceita pelo critério de parada. Reitera-se que o0 ABA

contempla as caracteristicas apontadas.

2.3. Organizagéo do Trabalho

Este trabalho esta organizado em 8 secdes.
A primeira traz um contexto geral sobre os assuntos tratados neste trabalho, abordando a
questdo de forma mais filoséfica, mas ja apontando a importancia do tema tratado. A secdo
atual visa definir quais os objetivos, geral e especificos, deste trabalho, além da forma como
este foi organizado. A terceira secao traz os principais conceitos sobre as heuristicas, como elas
podem ser utilizadas e quais as classificagdes. A quarta se¢do apresenta uma das classificacfes
das heuristicas, citada na se¢do anterior, que sdo as metaheuristicas; a quinta se¢do apresenta
0s principais conceitos referentes a otimizacdo e quais o0s tipos existentes, sendo eles o
estocastico, deterministico e de busca direta, além de exemplos de cada um dos tipos; na sexta
secdo sera apresentado primeiramente o algoritmo de inspiracao para criacdo da nova estratégia
que seré apresentado neste trabalho, além do detalhamento do novo método, sendo este 0 ABA,
as funcdes de teste, além dos sistemas. A sétima secdo apresenta os resultados da execucao do
novo método. Por fim, a oitava se¢do encerra o trabalho com as consideragcbes finais e

proposic¢des de trabalhos futuros.



19 de 73

3. As Heuristicas

Heuristica € um termo originario da Grécia, vem da palavra grega “heuriskein”, que
significa “encontrar/descobrir” [1] e faz referéncia as técnicas que tem como objetivo alcancar
solucgdes aproximadas, ndo necessariamente 6timas, mas que podem ser obtidas de forma rapida

até mesmo quando os problemas que necessitam ser resolvidos séo bastante complexos [2].

Desde o inicio do seculo XX este ja era um assunto presente em documentos cientificos.
Como exemplo disso, tém-se que no ano de 1905, ao ganhar o Prémio Nobel, o fisico aleméo
Albert Einstein utilizou o termo heuristica no titulo de seu trabalho para indicar uma ideia que
ndo estava totalmente concluida, fazendo referéncia ao conhecimento humano que, embora
tenha limites, ainda assim é util [6]. Estes limites fazem referéncia ao objetivo das heuristicas,
gue buscam encontrar a melhor solucéo possivel, visando atingir o que alguns autores tratam
como otimalidade [3, 9]. Com isso, conclui-se que as heuristicas tém suas limita¢fes, mas ainda

assim seu uso € bastante importante e necessario.

Pode-se destacar também que, nas Ultimas deécadas, houve um avanco consideravel do
desenvolvimento de procedimentos heuristicos. Tal crescimento é perceptivel devido ao grande
namero de artigos sobre o tema disponiveis na literatura. Como exemplo disso, destaca-se que
em 1995 foi lancado o Journal of Heuristics (em portugués, Jornal das Heuristicas), que é um
periddico existente até os dias atuais, dedicado exclusivamente a publicacdo de procedimentos
heuristicos. Naquele mesmo ano também foi realizado o primeiro congresso de grande alcance
sobre o tema, Metaheuristic International Conference, o MIC (em portugués, Conferéncia

Internacional de Metaheuristicas), em Breckenridge, Colorado, nos Estados Unidos [10].

As heuristicas podem ser consideradas métodos geradores de solucGes para problemas, mas

que devem oferecer certas garantias para que seu uso seja viavel [9], pois:

“Uma heuristica é uma técnica computacional aproximativa que visa alcancar uma solucédo
avaliada como aceitavel para um dado problema que pode ser representado em um computador,
utilizando esforco computacional considerado razoavel, sendo capaz de garantir, em
determinadas condicOes, a viabilidade ou a ‘otimalidade’ da solucdo encontrada (grifos do
autor) [9].”

Esta técnica computacional remete ao conceito de algoritmo, definido como “qualquer
procedimento computacional bem definido que toma algum valor ou um conjunto de valores
como entrada e produz algum valor ou conjunto de valores como saida” [5]. Portanto, um

algoritmo recebe dados, processa e apresenta o resultado do processamento.
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Além da necessidade de encontrar boas solugdes para problemas dificeis e em tempo
razodvel, os métodos heuristicos sdo comumente utilizados por serem mais flexiveis e
possibilitarem a incorporacdo de condicGes dificeis de modelar. Também podem ser utilizados
como parte de um procedimento global que permite encontrar a solucdo 6tima de um problema
com custo computacional aceitavel, em que deve haver alta probabilidade de a solugéo estar
proxima da 6tima e baixa possibilidade de ser obter uma solugéo ruim, ou seja, muito distante
da ideal [10, 9]. Diante do exposto, pode-se destacar que € importante, além dos problemas
serem solUveis computacionalmente, que sejam modelados de forma que o custo tecnoldgico

demandado para se chegar a solugdo permita a execu¢do em tempo humanamente aceitavel.

Dentre os métodos heuristicos existentes, ha os métodos de buscas locais e 0s construtivos.
A execucdo do primeiro comeca encontrando alguma solucdo viavel do problema e tenta
melhora-lo progressivamente. Cada etapa do procedimento realiza um movimento de uma
solucdo para outra de melhor valor. O método termina quando, para uma solucdo, ndo ha outra
que a melhore. O segundo, presente na categoria dos métodos construtivos, envolve a criacdo
de uma solucéo para o problema literalmente do zero e tende a se basear na melhor escolha em
cada iteracdo. Os métodos construtivos e de busca local formam os fundamentos das
metaheuristicas [10]. Entre as classificacfes possiveis das heuristicas, pode-se destacar as
metaheuristicas, que sdo algoritmos adaptaveis usados na resolucao de praticamente quaisquer
problemas de otimizagéo [4].
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4. As Metaheuristicas

Também chamadas de heuristicas modernas [9], as metaheuristicas sdo métodos de
resolucdo geral que fornecem tanto uma estrutura, quanto diretrizes de estratégias gerais para
desenvolver um método heuristico que se ajuste a um tipo de problema particular [11]. Sdo um
processo de geragéo iterativo que orienta uma heuristica subordinada combinando conceitos
diferentes de forma inteligente para explorar os espacos de busca utilizando estratégias de

aprendizado para estruturar informacdes a fim de encontrar soluc@es eficientes e quase 6timas
[3].

A palavra metaheuristica também é de origem grega, onde meta, quer dizer nivel superior,
e heuristica, como ja citado neste trabalho, propde o sentido de encontrar. Sendo assim, esta
etimologia sugere um método de alto nivel para resolver problemas e encontrar solucdes [9].
Pode-se afirmar, entdo, que as metaheuristicas ndo tém como objetivo atingir a solucdo exata
dos problemas a que sdo submetidas, mas encontrar os valores mais préximos do que esta sendo
buscado, num processo de otimizacdo. Ou seja, elas tém a funcdo de otimizar os resultados

obtidos a fim de melhora-los.

Embora alguns autores afirmem que é possivel oferecer garantias quanto ao desempenho
dos métodos heuristicos [9], outros fazem ressalvas importantes, afirmando que néo é possivel
oferecer garantia alguma sobre a qualidade da solucéo 6tima que sera encontrada, mas reiteram
que uma metaheuristica bem elaborada deve alcancar solucGes que sejam pelo menos proximas
da Otima, ou entdo afastar a possibilidade de essas solucBes existirem [11]. Sendo assim, as
metaheuristicas sdo utilizadas para determinar as estratégias aplicadas para resolver 0s
problemas, além de ser um meio de diversificar uma possivel solucdo dentre as solugdes
encontradas para se aproximar da solucdo 6tima, em que a possibilidade de que o resultado
encontrado esteja proximo da 6tima seja como bastante provavel, e o inverso seja improvavel

de acontecer [10].

Dependendo da forma como for modelada, os fatores citados acima podem tornar a
execucdo dessas metaheuristicas bastante custosa computacionalmente, pois serdo executadas
num processo de exaustdo, conforme serd mostrado através dos resultados obtidos na execugdo
da nova estratégia criada. Contudo, é necessario modelar a solugdo de forma que o custo
computacional seja mensuravel e aceitavel [4]. As metaheuristicas sdo importantes aliadas no
processo de otimizacdo, pois propiciam a busca inteligente por solucgdes [4], explorando os

espacos de busca a fim de encontrar soluges eficientemente proximas da ideal, onde € razoavel
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aceitar que, ap6s um movimento bem-sucedido, deve-se conduzir os proximos movimentos a

fim de melhorar ainda mais o resultado obtido [25].
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5. Otimizagéao

Os problemas de otimizacéo utilizados neste trabalho estdo na seguinte forma:

min f(xi)
sujeito a ai < xi < b;,

sendoquei=1, ... n.

Em que a: e bisdo os limites do espaco de busca, sendo que o primeiro é a extremidade inferior

e 0 segundo, a superior. Por fim, f representa a funcéo objetivo que sera otimizada e o Xie 0

vetor de variaveis.

Todo problema que admite mais de uma solucdo viavel dispara a busca da melhor das
soluces: a solucdo 6tima [27]. Otimizacdo é o estudo de problemas em que se busca minimizar
ou maximizar uma funcéo real escolhendo sistematicamente os valores de varidveis reais ou
inteiros dentro de um conjunto permitido [14], e a esséncia da otimizacdo esta em melhorar
algo em um conjunto de alternativas disponiveis [9], onde na maioria das vezes o valor 6timo
é dificil de ser encontrado quando realizado apenas um célculo [1]. Por este motivo se faz
necessario realizar novos calculos a fim de melhorar o resultado obtido. No contexto deste

trabalho, serdo considerados somente problemas de minimizacéo.

Independentemente do campo de aplicagdo, um problema de otimizacdo sempre tera
elementos padrdo que poderdo ser identificados em cada situacdo especifica: as varidveis de
decisdo, os critérios e a funcdo objetivo do problema. Por fim, problemas de otimizacao também
possuem as restricdes e regido viavel [27]. Na matematica, otimizacao se refere a busca por se
chegar nos maximos e minimos de uma funcao, ou seja, calcular o ponto [ou individuo, no caso
do ABA] considerado “6timo” [7], que atenda o critério de parada estabelecido. Esse e outros
critérios de parada serdo mais bem detalhados na sec¢éo 5.2. O processo de otimizagdo se inicia
determinando uma estimativa inicial x°, sequido de outras sequéncias de aproximagio até

encontrar o ponto minimo [1].
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Figura 1 - Diferenca entre 6timo local e 6timo global.
Fonte: Goldbarg et. al [9].

Na Figura 01 a funcédo objetivo é representada e o ponto mais alto da superficie € o étimo
global, ja o 6timo local € representado pelo ponto mais baixo [9]. Esse exemplo ilustra de forma
bastante concisa dois conceitos bastante importantes para o entendimento deste assunto, pois
mostra a tentativa do 6timo local em alcancar o melhor resultado possivel, rumo a chamada

otimalidade (qualidade de ser 6timo), e se aproximar do 6timo global.

Uma das caracteristicas mais fundamentais das metaheuristicas é a sua capacidade de
diversificar o campo de solucdes e “escapar” de um 6timo local. Ao atingir um 6timo local, a
metaheuristica realiza um processo de “fuga” para buscar uma solugdo melhor [11]. Os sucessos
ou fracassos durante a execucao dos testes influenciam a direcdo dos movimentos [25] tanto de
forma positiva, aproximando do 6timo buscado, mas também negativamente, movendo o

espaco de busca para o sentido contrario ao esperado.
Os bons algoritmos de otimizagdo devem conter as seguintes propriedades [1]:

Robustez: devem ter uma boa performance para uma grande variedade de problemas e

obter resultados razoaveis para quaisquer pontos de partida.
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Eficiéncia: ndo devem exigir tempo computacional excessivo ou grande capacidade de

armazenamento de dados.

Precisdo: devem ser capazes de identificar a solu¢cdo com precisdo, sendo pouco sensiveis
a erros nos dados ou arredondamentos numéricos quando o algoritmo é implementado no

computador [1].

Outra propriedade que também deve estar nestes algoritmos é a Acurécia: a solucao
encontrada deve ter proximidade com seu parametro [31]. No caso do ABA, o parametro

utilizado é o 6timo global.
Os métodos de otimizacdo podem receber classificacoes.
5.1 Tipos de Otimizacgao

Uma das formas de classificar os algoritmos de otimizacéo é dividindo-0s nos seguintes
grupos: estocasticos, deterministicos e por busca direta. Cada classificacao sera detalhada nas

secdes seguintes:
5.1.1 Otimizacgdo Estocastica

Na otimizacdo estocastica, também conhecida como otimizagdo sob incertezas [12], é
comum trabalhar com a indefinicdo de algumas variaveis e produzir algumas solucdes que
otimizam a performance esperada do modelo, geralmente utilizando pardmetros aleatorios e
baseados em comportamentos sociais e processos naturais. Pode-se citar como exemplo 0s
algoritmos Busca Tabu, Simulated Annealing (Recozimento Simulado), e os baseados em
populacdo (Algoritmos Genéricos, Evolucédo Diferencial, Otimizagédo por Col6nia de Formigas,
Otimizacao por Bando de Passaros etc.) [1]. Do ponto de vista pedagdgico, a area de otimizacao
estocastica é muito abrangente, pois utiliza resultados de programacao linear, probabilidade e
estatistica [12].

Como estas técnicas costumam avaliar constantemente a funcéo objetivo, isso as tornam
custosas computacionalmente [1], todavia, como ja citado neste trabalho, é necessario que,
durante o processo de modelagem, esses métodos sejam elaborados de forma a garantir que o
custo computacional requerido para execucdo seja considerado aceitavel. O objetivo dos
algoritmos de otimizacdo estocéstica é encontrar solu¢des que sejam admissiveis para todas as
possiveis realizagcdes das variaveis aleatorias que sdo parte da modelagem [12], que é quando

se identifica os objetivos, varidveis e restrigdes de um problema [1].
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5.1.2 Otimizagdo Deterministica

Os algoritmos de otimizacao deterministica realizam poucas verifica¢des a fungéo objetivo,
0 que 0s tornam mais eficientes e menos custosos computacionalmente. Os melhores resultados

encontrados em métodos deste tipo sdo para as fungdes continuas, convexas e semi-modais [1].

Estes métodos se destacam por serem de facil implementacdo e répida convergéncia em
direcdo a solucdo oOtima. Ressalta-se que esses algoritmos ndo sdo dependentes de valores
aleatdrios, resultando em uma solucdo Unica a cada execucao, utilizando 0 mesmo conjunto de
valores gerados no inicio do procedimento. E necessario pontuar que esta solucao obtida no é,
necessariamente, um 6timo global. Isso se deve a sensibilidade desses algoritmos aos
parametros iniciais, onde pequenas alteracbes nesses valores podem exercer influéncia

significativa sobre a solucdo final [29].

Dentre os métodos de otimizacdo deterministica existentes na literatura, pode-se destacar
0s seguintes: Newton-Raphson, Quase-Newton, Langrangiano, Pontos Interiores e

Programacdo Quadratica Sequencial [29].
5.1.3 Otimizacdo por busca direta

O termo Busca Direta surgiu em 1961, para descrever analise das solugdes encontradas,
envolvendo comparagdo de cada solugdo experimental com a “melhor” obtida até entdo, e
estava presente em um artigo dos pesquisadores Robert Hooke e T. A. Jeeves. O método de
Hooke & Jeeves, além do Pattern Search (em portugués, Busca de Padrdes) sdao exemplos de

algoritmos de otimizacdo por busca direta [6].

Busca direta se refere a um método iterativo em um conjunto de pontos que sao testados a
cada iteragdo, associado a uma estratégia que usa somente avaliadores da funcéo f para definir
a posicgdo seguinte do minimizador. Nos algoritmos de minimizacéao por busca direta pode haver
a aproximacdo do gradiente da funcdo por diferencas finitas ou interpolar a fungcdo por um

polinémio, buscando atualizar a aproximagdo do minimizador para a iteracdo seguinte [24].

Vale a pena estudar e utilizar os metodos de otimizacdo por busca direta pelas seguintes
razdes [25]:

e nos testes que eles realizaram, as solugdes que usam como estratégia a otimizagdo por
busca direta encontraram solugdes que ainda ndo haviam sido encontradas pelos

métodos classicos;

e prometem fornecer solucgdes de forma mais rapida que os métodos classicos;
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e podem ser bem adaptados para serem utilizados em computadores;
e fornecem constantemente solu¢Ges melhoradas; e

e permitem diferentes tipos de suposi¢des sobre as fun¢des envolvidas nos problemas.

Como exemplo de método classico citado pelo autor, pode-se destacar o Method of

Steepest Ascent — MSA (em traducéo livre Método de Ascensdo Mais ingreme) [25].

Na otimizacdo por busca direta ndo é necessario usar o valor da funcdo nas operacdes do
algoritmo, pois ocorre somente a comparacao de dois pontos e ha a verificacdo de qual deles
tem o menor valor, considerando a fungéo objetivo. Uma das formas de ocorrer essa verificacdo
é pela busca padréo, onde a verificacdo da funcdo objetivo do conjunto de pontos € realizada a
cada iteracdo. Isso ocorre para que seja definido o conjunto de diregdes apropriadas para gerar

um espaco de busca positivo e assim escolher a nova aproximagéo do minimizador [13].

5.2 Critérios de parada

Os critérios de parada sdo responsaveis por definir a solu¢do 6tima do problema [27].
Durante o processo de execucdo de um algoritmo de otimizacdo, apds gerada a populacdo
inicial, duas outras fases ocorrem: movimentacao, seguida da verificacdo do critério de parada.
MovimentacOes sdo efetuadas até que alguma solucdo que atenda ao critério de parada €
encontrada, ou quando todas as possibilidades de movimentos sédo esgotadas e nenhum
individuo obtém resultado satisfatorio. Neste caso, o algoritmo encerra e evita que a execucdo
do método entre num tipo de loop infinito. Esse processo pode ser mais bem visualizado na
Figura 02.
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Figura 2 - Fluxograma geral de um algoritmo de otimizacao.

Fonte: Elaborado pelo autor. Adaptado de [28].

Os autores DENNIS e SCHNABEL apontam o seguinte critério de parada, conforme a seguir
[8]:
| Vi(xs) [ <e

onde Vf(x) = 0 é considerada uma condi¢do necessaria e suficiente para que 0 X seja 0
minimizador local de f, e € = é o erro. Esta condi¢do pode ser inadequada em alguns casos, pois
depende fortemente das escalas de f e x. Quando, por exemplo, &€ = 10~ onde f estiver em 107,
é provavel que este valor de x satisfaga a condicdo. Todavia, se f estiver, por exemplo, em 10°
pode ser invidvel determinar quando o método deve parar a sua busca e o algoritmo pode ser

taxado como ineficiente, sendo que ele esta com um critério de parada inadequado.

Nos testes com o ABA foi adotado um critério de parada constante, que serviu para
determinar quando a busca deveria se encerrar, considerando duas possibilidades: melhor
solucdo encontrada e possivel falha, sendo que o primeiro caso acontece quando o melhor

individuo é capaz de satisfazer o critério de parada.
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O critério de parada utilizado foi o seguinte:

|(F(x) - f(m)| < &

onde f(x) € o valor da func&o objetivo, f(m) € o valor da fungéo objetivo na melhor solucéo
encontrada numa movimentagio especifica, ¢ € é o erro, definido como 10 (ou 0.0001).
Quando, por exemplo, f(x) = 0, e f(m) = 0.000016, o critério de parada sera satisfeito, pois o
resultado da funcdo é menor que o erro. O mesmo acontece quando f(x) = 2.1400, e f(m) =
2.140025. Este critério de parada mostrou-se ser o mais adequado, pois sua efetividade ndo
depende das escalas de f e x. Ou seja, independentemente do 6timo global a ser buscado, o
critério de parada conseguira ser efetivo. No caso do critério de parada acima o modulo é
fundamental, pois garante que o resultado do célculo da diferenca entre f(x) e f(m) seja sempre

positiva, tornando possivel a comparacdo com o valor de .

Outro critério de parada utilizado neste método é o seguinte:

onde D é a quantidade maxima permitida de movimentacdes e i é a sequéncia da movimentagéo
atual. Por exemplo, D = 100.000, em que se i iterar e ficar igual ao valor de D, o algoritmo
encerra a busca. Este € o pior dos casos, pois indica que o método fracassou na busca por uma
solucdo 6tima que pudesse ser admitida pelo critério de parada. Os parametros de erro dos
critérios de parada utilizados nos testes com o ABA foram definidos apos testes, por terem
apresentado resultados avaliados como satisfatérios. A secdo a seguir apresentara 0 novo

método de otimizag&o global proposto neste trabalho.
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6. Algoritmo de Busca por Aceleragdo

O ABA é uma metaheuristica estocastica inspirada num algoritmo de otimizacao por busca

direta, o Método de Hooke Jeeves, mais especificamente na fase de progresséo.

6.1 Estratégia de inspiracdo: Método Hooke & Jeeves

Este método pode ser classificado como conceitualmente simples, de eficiéncia bastante
razoavel e de facil implementacdo [27] e o algoritmo funciona através de buscas exploratorias
e lineares [26]. S&o duas as fases utilizadas no célculo da fungdo até chegar ao ponto étimo

quando se utiliza 0 método Hooke-Jeeves: Exploracéo e Progressao:

Fase 01: Nesta fase ocorre o teste da Funcdo Objetivo em pontos vizinhos a “base”,
mediante pontos selecionados, na direcdo de cada variavel de busca e nos sentidos negativo e
positivo de cada direcdo. E necessario que o teste nestas duas direcdes aconteca para que a fase
da exploracdo seja finalizada, pois este resultado indicara qual direcdo provavel do 6timo que
se busca encontrar. A base de busca do 6timo € deslocada para o sentido indicando a direcéo a
ser considerada na progressdo, encerrando o processo. Quando 0s pontos movimentados
estiverem maiores que o critério de parada, eles sdo reduzidos e o processo de exploracdo é
reiniciado, até que sejam menores que o critério de parada, pois neste caso a busca pode ser

encerrada e o ponto 6timo é encontrado [27].

Fase 02: Na progressdo ocorrem os testes na direcdo provavel do 6timo que foi apontada
na fase de exploracdo, apds os testes nas duas direcdes possiveis de busca. Sempre que séo
registrados sucessos, ou seja, quando novos “pontos-base” sdo definidos, a progressdo ¢
executada. Entretanto, sempre que um insucesso ocorre, quando em uma movimentacdo dos
incrementos ndo for possivel encontrar uma direcdo satisfatoriamente boa, a exploracéo €

novamente requisitada no processo de otimizacao para que novos testes sejam executados [27].

Como exemplo do exposto acima, tem-se a Figura 03. Inicialmente, a busca se concentra
ao redor do ponto inicial (ponto 0), que estd ao lado do menor ponto da funcéo objetivo (ponto
1 em azul, a direita do 0). Nesta fase ocorre a exploracao, onde é verificado para qual diregéo a

busca ira se deslocar, onde ¢ executado o processo de progressido, ou seja, o “ponto base” se
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desloca. Apds esta iteracdo, 0 menor ponto da funcdo objetivo é deslocado (ponto 2 em azul).
O algoritmo encerra a busca exploratoria quando os valores da funcéo objetivo forem todos
maiores do que o ponto do qual ocorreu a busca exploratéria [26]. Neste exemplo, a exploracéo
apontou que a progressao deve correr em direcdo ao ponto 3 (em azul), encontrando o ponto

minimo que atenda o critério de parada determinado (ponto 4 em verde).

¢ 00O O—( )

Parametro 2

11T (I) O

Parametro 1

Figura 3 - Descri¢do esquematica do algoritmo de Hooke & Jeeves.

Fonte: MASCHIO e SCHIOZER [26].

6.2 Consideracgdes

O ABA foi inspirado no método Hooke & Jeeves, mais especificamente na fase de
Progressdo que pode ser modelado pela seguinte equacgéo

Xpro = X o [xpsg — Xy

onde x; € o ponto de partida x naiteracéo atual k, x;,; € um ponto obtido na fase de Exploragéo
bem-sucedida, ou seja, quando o ponto se movimenta, x;,, € um candidato a novo ponto obtido

na fase de Progressédo e a. € um nimero positivo chamado de Fator de Aceleracgéo [30].
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Considerando que o ABA é um meétodo populacional, propde-se a utilizagdo da seguinte
equacdo para atualizagdo dos pontos ou individuos de uma populagéo atual

Vier = X+ o0y Do = Brossy %l

onde x, € o i-ésimo individuo da populagdo atual Kk, yjm é 0 i-ésimo candidato a novo
individuo da proxima populagdo, x,, € o melhor individuo da populagdo atual, o g5 € UM
namero aleatdrio entre 1.0 e 2.0 que substitui o Fator de Aceleracéo e, por fim, Bjyss € um
namero aleatdrio entre 0.5 e 1.5 que é um Fator de Perturbacéo para criar uma aleatoriedade
ao redor do individuo x}. Os intervalos dos Fatores foram escolhidos apos testes, sendo que
estes demonstraram ser 0s mais adequados dentre as opcGes analisadas. Ademais, quantidade e
variedade de testes realizados em os problemas de otimizacdo e sistemas de equacdes

asseguram que a qualidade dos resultados obtidos pode ser reproduzida em outros testes.

Para esclarecer como a Equacdo acima serd utilizada, todos os passos utilizados no

Algoritmo sao descritos na proxima secgao.

6.3 Pseudocddigo do Algoritmo

Aqui é descrito o pseudocddigo utilizado para implementacdo dos passos do Algoritmo:
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ABA

Passo 1. (Inicializacéo)
1.1 Defina k = 0 e gere a populago inicial com n individuos x§ = (x}, ..., x%).
1.2 Selecione o melhor individuo da populacéo inicial x;, e facaf M = f (x,).
Passo 2. Faca:
Viey = X+ o020 [n — Blos.i.5 Xi]
Sef(,, ) <f(x) faca
Sef(y,,,) <fM,faca

XM=)/;{H efIVI:f(y]i{H)

fim do se.
P g
xk+1 - y]lﬁ_l
Senéo, faca
i i
Xiy1 = Xk
fim do se.

Passo 3. Se k> k,,,, ou|fM —minimo| < 10, pare.
Passo 4. Faca k = k + 1, e volte para o Passo 2.

E importante observar que o ABA sera submetido a teste em problemas de otimizacéo e
sistemas de equacdes que contém restricdes de espaco de busca. Sendo assim, faz-se necessario
uma adequacdo do método de forma que evite que os individuos “fujam da caixa”, conforme

pseudocodigo abaixo:
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ABA Modificado

Passo 1. (Inicializacéo)
1.1 Defina k = 0, Min', Max' e gere a populago inicial com n individuos x§ = (x}, ..., x%).
1.2 Selecione o melhor individuo da populacéo inicial x;, e facaf M = f (x,).

Passo 2. Faca:

Veer = %+ o200 Dor = Bro.ss Xl

Se yt, < Min', faca
Yipr= Mint
sendo, se y, > Max', faca
Yipr= Max
fim do se.

Sef(y,,) <f(x) faca
Sef(y,,,) <fM,faca

xM:yﬁHl efIvl:f(yliﬁtl)

fim do se.
P
Xir1 = y]l(+1
Sendo, faca
Xlic+1 = xlic
fim do se.

Passo 3. Se k> k,,,, ou|fM —minimo| < 10, pare.
Passo 4. Faca k = k + 1, e volte para o Passo 2.

6.4 Metodologia Utilizada

O novo metodo proposto por este Trabalho foi desenvolvido a partir de um estudo na
literatura sobre as metaheuristicas, além dos algoritmos de otimizacdo, sobretudo os
estocasticos, e é baseado no algoritmo de Hooke & Jeeves, sendo este um algoritmo por busca
direta, que possui em sua estrutura um fator de aceleracgéo, o que justifica 0 nome dado ao novo
método criado: Algoritmo de Busca por Aceleracdo, ou ABA. O algoritmo considerado para 0s

testes foi o0 ABA na versédo modificada, considerando as restri¢oes.
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O processo de desenvolvimento do ABA se iniciou com a modelagem do algoritmo a ser
desenvolvido, seguido da construcdo do pseudocodigo e somente entdo a codificacdo do novo
método na Linguagem de Programacédo C, para somente entdo ser testado em problemas de

otimizacao e sistemas.

Todos os testes foram realizados com populacdo definida em 20 individuos, nimero
maximo de movimentagGes em 10° e rodadas de teste em 100. Quanto ao critério de parada, os
problemas e sistemas lineares com até duas incognitas foram testados considerando o erro
relativo em 10, enquanto os sistemas de equacdes lineares com trés ou mais incognitas e todos

0s ndo lineares foram submetidos a teste considerando o erro relativo em 102,

Os problemas de otimizacédo e sistemas de equagdes submetidos ao ABA foram testados

em um computador com as seguintes especificac@es técnicas:
¢ Sistema Operacional Windows 10 Pro;
e Processador AMD Ryzen 3 3200G;
e Memobria RAM 8,00 GB;
e Arquitetura de 64 bits, com processador baseado em x64.

No Apéndice A estdo alguns problemas de otimizacdo encontrados na literatura que séo
comumente utilizados para atestar a robustez e eficiéncia de métodos heuristicos, além dos
Sistemas de Equacdes Lineares, presentes no Apéndice B e os Ndo Lineares, dispostos no
Apéndice C.
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7. Resultados

A Tabela 1 apresenta os resultados dos testes realizados com os problemas de otimizagéo
presentes na literatura, descritos no Apéndice A. A primeira coluna da tabela traz 0 nome do
problema, seguido da quantidade de dimensdes, ou seja, a quantidade de variaveis. A terceira
coluna mostra a taxa de sucesso do método em cada problema. Por fim, a ultima coluna

apresenta a média de iteragBes demandadas para se encontrar o 6timo global.

Tabela 1 - Resultados das Funcdes de Teste

Problema Dimensoes Sucesso (%) Média de Iteragdes
Aluffi-Pentini’s Problem
2 100 34
(AP)
Becker and Lago Problem
2 100 3.811
(BL)
Bohachevsky 1 Problem (B1) 2 100 25
Bohachevsky 2 Problem (B2) 2 100 27
Camel Back-3 Three Hump
2 100 15
Problem (CB3)
De Jong Problem (DJ) 256 100 523
Powell’s Quadratic Problem
4 100 87
(PWQ)
Rastrigin Problem (RG) 5 100 203
Rotated Ellipse 2 (RE2) 2 100 29
Schaffer 1 Problem (SF1) 2 100 371
Schaffer 4 Problem (SF4) 2 100 94
Six Hump Camel (SH) 2 100 111

As Tabelas 2 e 3 apresentam os resultados dos testes realizados em Sistemas de Equagdes,
sendo que a primeira traz os Lineares, descritos no Apéndice B, e a segunda 0s N&o Lineares,
disponiveis no Apéndice C. Os sistemas de equac0es testados sdo de duas ou trés incognitas,
conforme disposto na segunda coluna da tabela. A terceira coluna apresenta a taxa de sucesso.
Por fim, a dltima mostra a média de iteraces necessarias para encontrar as solucdes de cada

sistema, que foram ajustados para possibilitar a resolu¢do por meio de otimizacao.
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Tabela 2 - Resultados dos Sistemas Lineares

Sistemas Incdgnitas  Sucesso (%) Média de iteracGes
Sistema 01 2 100 3.908
Sistema 02 2 100 2.824
Sistema 03 3 100 96
Sistema 04 3 100 3.565

Tabela 3 - Resultado dos Sistemas Nao Lineares

Sistemas Incognitas  Sucesso (%) Média de iteracGes
Sistema 05 2 100 969
Sistema 06 2 100 44
Sistema 07 3 100 15
Sistema 08 3 100 345

Conforme apontado nas tabelas 01, 02 e 03, em todos os testes realizados nos problemas
de otimizacdo e sistemas de equacdes, o Algoritmo de Busca por Aceleracdo foi robusto, por
ter conseguido obter taxa de 100% de sucesso até mesmo em problemas com 256 dimensoes,
como é o caso do De Jong Problem (DJ). Dito de outra forma, em todas as 100 populacGes
geradas em cada teste realizado, o algoritmo conseguiu movimentar os individuos de forma

adequada, fazendo-os alcancar uma posicao admissivel ao critério de parada.

O ABA também se mostrou eficiente, atingindo o grau méaximo de sucesso com média de
iteragBes baixa. Como exemplo disso, para 0 Salomon Problem foram necessarios, em média,
apenas 11 iteracdes/movimentos. Nos sistemas de equacdes, o Sistema 07 foi solucionado com
apenas 15. O maximo de iteracdes médias necessarias foi identificado no Sistema 02, com
6.964. Diante desses excelentes resultados, depreende-se que o ABA pode ser considerado um

otimo algoritmo de otimizacao global, considerando os resultados obtidos nos testes realizados.
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8. Concluséo e trabalhos futuros

Este Trabalho apresentou os resultados de uma proposta de algoritmo de otimizacéao global
aplicado a problemas de otimizacéo restrita e sistemas de equac6es, o Algoritmo de Busca por
Aceleracdo (ABA), que é uma metaheuristica baseada no método de Hooke & Jeeves. O
método, programado em Linguagem de Programacdo C, foi testado em 16 funcGes de teste,
todas elas com seus 6timos globais e restri¢des de busca definidos em cada problema. Em todos
os testes a populagdo inicial foi de 25 individuos, que teriam a possibilidade de se movimentar
por até 100.000 vezes, no pior caso. Os testes também ocorreram em sistemas de equagoes
lineares e ndo lineares, que foram ajustados ao formato de problema de otimizagcdo. A
guantidade de testes realizados e a complexidade dos problemas submetidos e sistemas
utilizados possibilitaram algumas conclusdes: O ABA conseguiu ser robusto em todos os testes
apresentados neste trabalho e alcancou os valores desejados de cada problema ou sistema de
equacdes com quantidade de movimentacOes relativamente baixa, confirmando que também é
eficiente, e os resultados encontrados encontravam-se t&o proximos do 6timo global que foram
admitidos pelo critério de parada, confirmando que o ABA ¢é acurado. Neste contexto também
pode-se afirmar também que o Algoritmo de Busca por Aceleragdo é preciso, pois as solucdes
encontradas ndo apresentaram erros ou inconsisténcias relacionadas a arredondamentos

numeéricos.

Ademais, pode-se afirmar que este trabalho conseguiu atingir com sucesso 0s objetivos
tracados durante a etapa de desenvolvimento do ABA, contribuindo com outros pesquisadores
com um novo método que tem como caracteristicas principais a facil implementacao, eficiéncia,
robustez e custo computacional relativamente baixo. Como sugestdo de trabalhos futuros,

propde-se comparar 0 ABA com métodos ja existentes.
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Apéndice A — Fung0es de Teste

1. Funcdes de Teste

Os problemas de otimizacgdo descritos nesta se¢do foram utilizados nos testes do ABA, e
serdo apresentados na seguinte forma: primeiro sera descrito a funcéo do problema, que contém
também a restricdo do espaco de busca, seguido da quantidade de minimos locais e a indicagdo
da localizacdo do 6timo global. Por fim, nos casos de problemas que possuem até 2 dimensdes,
é apresentado o grafico da funcdo objetivo. O grafico de convergéncia de todas as funcdes
também é apresentado, sendo que o eixo y traz o logaritmo do valor da aproximacdo dos
melhores candidatos em relagdo ao 6timo global, e o x apresenta a quantidade de
movimentacOes realizadas para que algum individuo alcance desempenho que seja admitido
pelo critério de parada estabelecido. Os valores considerados para elaboracdo dos graficos de
convergéncia sao referentes ao primeiro teste de cada problema de otimizacdo ou sistema de

equacao.

1.1 Aluffi-Pentini’s Problem (AP)

min f(x) = 0.25x7 — 0.5x3+ 0.1x;+ 0.5x3,
sujeito a —10 < x;, x, < 10.

Esta funcdo possui dois minimos locais, um deles € o global com f(x*) ~—0.3523 localizado
em (-1.0465, 0) [14]. O gréafico da funcdo objetivo é exibido a seguir:
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10

Figura 4 - Grafico do problema Aluffi-Pentini’s.

Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia da funcéo objetivo é exibido a seguir:

|\

—d +

Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solugao) (Y)
|
(2]

T T T T
25 5.0 1.5 10.0 12.5 15.0 17.5
Movimentagdes (X)

Figura 5 - Grafico de convergéncia do problema Aluffi-Pentini’s.

Fonte: O autor, 2024.
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1.2 Becker and Lago Problem (BL)

min f(x) = (1= 5)* + (o] - 5%,
sujeito a —10 < x;, x, <10.

Nesta funcdo, o nimero de minimos locais € desconhecido, mas o minimo global é

encontrado em x* = (0, 0) com f(x*) = 0 [14]. O grafico da funcao objetivo é exibido a seguir:

Figura 6 - Grafico do problema Becker and Lago.
Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia da funcéo objetivo é exibido a seguir:
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Figura 7 - Grafico de convergéncia do problema Becker and Lago.
Fonte: O autor, 2024.

1.3 Bohachevsky 1 Problem (B1)

min f(x) = x7 + 2x5 — 0.3 cos(3mx;) — 0.4 cos(4mx,) + 0.7,

sujeito a =50 < xq, x, <50.

Nesta funcéo, o nimero de minimos locais é desconhecido, mas 0 minimo global é

encontrado em x* = (0, 0) com f(x*) = 0 [14]. O grafico da funcdo objetivo é exibido a seguir:
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Figura 8 - Grafico do problema Bohachevsky 1.
Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia da funcédo objetivo é exibido a seguir:

Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solugado) (Y)

T T T T T
0 5 10 15 20 25
Movimentacdes (X)

Figura 9 - Grafico de convergéncia do problema Bohachevsky 1.
Fonte: O autor, 2024.
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1.4 Bohachevsky 2 Problem (B2)
min f(x) = x2 + 2x3 — 0.3 cos(3mx,) cos(4mx,) + 0.3,

sujeito a =50 < xy, x, <50.

Nesta funcdo, o numero de minimos locais é desconhecido, mas o minimo global ¢

encontrado em x* = (0, 0) com f(x) = 0 [14]. O gréfico da funcdo objetivo é exibido a seguir:

Figura 10 - Gréafico do problema Bohachevsky 2 Problem.
Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia da funcéo objetivo é exibido a seguir:
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Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solucéo) (Y)

—10 1

T T
0 5 10 15 20 25 30
Movimentacdes (X)

Figura 11 - Grafico de convergéncia do Bohachevsky 2 Problem.
Fonte: O autor, 2024.

1.5 Camel Back—3 Three Hump Problem (CB3)

. 1
min f(x) = 2x2 — 1.05x] + gx(l’+ x1%y + X3,

sujeito a —5 < xy, x, <5.

Esta funcio possui trés minimos locais, um deles é o global encontrado em x* = (0, 0) com

f(x*) = 0 [14]. O grafico da funcdo objetivo € exibido a seguir:
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Figura 12 - Gréafico do problema Camel Back—-3 Three Hump.
Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia da funcao objetivo é exibido a seguir:

0

—10 1

Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solugdo) (Y)

T T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Movimentagdes (X)

Figura 13 - Gréafico de convergéncia do problema Camel Back—3 Three Hump.

Fonte: O autor, 2024.



1.6 De Jong Problem (DJ)

min )=y 7,
sujeitoa —5.12< x; <5.12,i € {1,2, ..., d},
testes realizados com d = 256.
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Esta funcdo possui o minimo global localizado em x* = (0, 0, ..., 0) com f(x) = 0 [15]. O

gréfico de convergéncia da funcao objetivo € exibido a seguir:

Log{Aproximagao Candidatos a Melhor Solugao) (Y)

Figura 14 - Gréfico de convergéncia do problema De Jong Problem.
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Fonte: O autor, 2024.
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1.7 Powell’s Quadratic Problem (PWQ)

min f(X) = (xl + 10)(1)2 +5 (X3 - X4)2 + (XZ - 2X3)4 + 10 (X] - X4)4

sujeitoa—10< x;<10,i € {1, 2, 3, 4}.
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Esta funcéo é unimodal, onde o minimo global é encontrado em x* = (0, 0, 0, 0) com f(x)

= 0 [14]. O gréfico de convergéncia da funcao objetivo € exibido a seguir:

Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solucéo) (Y)

Figura 15 - Gréfico de convergéncia do problema Aluffi-Pentini’s.
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Movimentacdes (X)

Fonte: O autor, 2024.

1.8 Rastrigin Problem (RG)

min f(x) = 10d + 3¢ [x?-10 cos (2mx;)]
sujeitoa —5.12< x; <5.12,i € {1,2, ...,d},
testes realizados com d = 5.

80

Esta funcdo possui o0 minimo global localizado em x* = (0, 0, ..., 0) com f(x) = 0 [14]. O

gréfico de convergéncia da funcao objetivo € exibido a seguir:



Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solugao) (Y)

—10 -

Figura 16 - Gréafico de convergéncia do problema Rastrigin Problem.

1.9 Rotated Ellipse 2 (RE2)

T T T T
50 100 150 200 250
Movimentacdes (X)

Fonte: O autor, 2024.

min f(x) = x7 — x;x, + x3 ,
sujeito a =500 < x, x, < 500.

T
300

T
350
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Nesta funcdo, o numero de minimos locais é desconhecido, mas o minimo global €

encontrado em x* = (0, 0) com f(x) = 0 [17]. O gréafico da funcdo objetivo é exibido a seguir:
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Figura 17 - Gréfico do problema Rotated Ellipse 2.
Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia da funcéo objetivo é exibido a seguir:
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Figura 18 - Gréafico de convergéncia do problema Rotated Ellipse 2.

Fonte: O autor, 2024
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1.10 Schaffer 1 Problem (SF1)

2
(sin x%—x%) -0.5

inf(x) =05+ ——,
min f(x) (1+0.001 (3+:3))

sujeito a —100 < x, x, <100.

Nesta fungdo, o nimero de minimos locais é desconhecido, mas o minimo global é

encontrado em x* = (0, 0) com f(x) = 0 [14]. O gréafico da funcéo objetivo é exibido a seguir:

Figura 19 - Gréafico do problema Schaffer 1.
Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia da funcéao objetivo é exibido a seguir:



> -

=27 |

[=]

] |

)

__3_

3 3

L |

[=]

541 |

g T\

[1+]

w —9 7

8

=

g 67

=

&

o —7 7

Ly

o

1+

E —g-

=

g

< 99

on

5
T T T
4] 25 50

T T
75 100 125

Movimentacdes (X)

Figura 20 - Gréfico de convergéncia do problema Rotated Ellipse 2.

Fonte:

1.11 Schaffer 4 Problem (SF4)

min f(x) = 0.5 +

O autor, 2024

cos? (sin(x%+x%))—ol5

(1+0.001 (2+:2)"

sujeito a —100 < xy, x, < 100.

T
150
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56 de 73

Nesta funcdo, o minimo global esté localizado em x* = (0, 1.2531), com f(x) = 0.2925 [16].

O gréfico da funcdo objetivo é exibido a seguir:
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Figura 21 - Gréafico do problema Schaffer 2.
Fonte: O autor, 2023.

O grafico de convergéncia da funcéo objetivo é exibido a seguir:

\

Log(Aproximacao Candidatos a Melhar Solugdo) (Y)

T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175
Movimentagdes (X)

Figura 22 - Gréafico de convergéncia do problema Rotated Ellipse 2.

Fonte: O autor, 2024
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1.12 Six Hump Camel (SH)

min f(x) = 4x} + x;x, — 403 — 2.1x1+ 4x3 + %x?,

sujeito a =5 < xy, x, <5.

Nesta fun¢do, o 6timo global esté localizado em x* = (0.0898, -0.7126), com f(x) =-1.0316

[16]. O grafico da funcédo objetivo é exibido a seguir:

Figura 23 - Gréafico do problema Six Hump Camel.
Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia da funcédo objetivo é exibido a seguir:
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Figura 24 - Grafico de convergéncia do problema Six Hump Camel.
Fonte: O autor, 2024
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Apéndice B — Sistemas de Equac0es Lineares

1. Sistemas de Equacdes Lineares
Um sistema linear € um conjunto de m equagdes lineares, cada uma com n incognitas. Um

sistema de equacdes lineares pode ser representado da seguinte forma:

a11X4 + A12X7 + -+ AinXn = bl
Ay1X, + AxpXy + -+ AppXy = by

A1 X1 + Ay Xy + -+ QX = by

Sendo que dois indicesi=1,2,3,..,nej=1,2, 3, ..., nsdo utilizados para representar a
i-ésima equacao, e a j-ésima variavel x;, respectivamente, enquanto by, by, ..., bm S80 0s temos

independentes. Sendo assim, a i-ésima equacao €: a;;x; + bpx, + ... + a;,x, = b; [18].

Para que fosse possivel resolver os sistemas de equacdes utilizando o Algoritmo de Busca
por Aceleracdo, foi necessario transforma-los para um formato que se assemelha ao dos

problemas de otimizacdo. Neste caso, cada equacao é elevada ao quadrado e convertida em uma

;- 2
parcela de soma, semelhante ao somatério F = l’-;l[]j(x)] [20]. Por se tratar de testes
realizados em um algoritmo de otimizacdo restrita, o espaco de busca definido para os sistemas
de equacdes tanto lineares quanto néo lineares foi Min' = -10, Max' = 10, por ter se mostrado o

mais adequado nos testes realizados.

Na secdo seguinte serdo apresentados os sistemas de equacdes lineares e ndo lineares que

foram utilizados para teste no ABA.

1.1 Sistema 01

{xl - 3)62 =

-3
2x; +x, =8 [18]

O Sistema de Equacdo Linear acima foi convertido para um problema de otimizacéo,

representado pela funcédo objetivo a ser minimizada:

minf(xl,xz) = (Xl - 3X2+3)2 + (2X1 + x5 - 8)2
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O gréfico que representa este sistema em formato de problema de otimizacdo serd

apresentado a seguir:

Figura 25 - Gréfico Sistema 01.
Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia do sistema em formato de problema de otimizacdo € exibido a

sequir:
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Figura 26 - Grafico de convergéncia do Sistema 01.
Fonte: O autor, 2024.

1.2 Sistema 02

{—7)(31 - 4X2 =2 [18]

X1+2X2:4

O Sistema de Equacdo Linear acima foi convertido para um problema de otimizacdo,

representado pela funcéo objetivo a ser minimizada:
min f (xl,xz) = (—7)61 - 4)C2 -2 )2 + (x1 +2X2 -4 )2

O gréfico que representa este Sistema de Equacdo Linear em formato de problema de

otimizacdo serd apresentado a seguir:
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Figura 27 - Gréfico Sistema 02.
Fonte: O autor, 2023.

O gréafico de convergéncia do Sistema de Equacdo Linear em formato de problema de

otimizag&o € exibido a seguir:

—10 1

Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solugéo) (Y)

T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500
Movimentagdes (X)

Figura 28 - Grafico de convergéncia do Sistema 02.
Fonte: O autor, 2024.



1.3 Sistema 03

X1 + 2.7C2 - 2X3 =0
3X1 +x, - 2X3 =0 [18]
x; + 5X2 - 2X3 =0
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O Sistema de Equacdo Linear acima foi convertido para um problema de otimizacao,

representado pela fungéo objetivo a ser minimizada:

minf(xl,xz,x3) = (xl + 2X2 - 2X3)2 + (3x1 +.X2 - 2X3)2 + (xl + SXZ - 2X3)2

O gréafico de convergéncia do Sistema de Equacdo Linear em formato de problema de

otimizacdo € exibido a seguir:

Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solugao) (Y)

1.4 Sistema 04

T T
0 5 10 15 20 25
Movimentagdes (X)

Figura 29 - Gréafico de convergéncia do Sistema 03.

Fonte: O autor, 2024.

X + x, + 2X3 =0
X1 — 3)62 - 2)63 =0 [18]
2x1 =X, —x3=0



65 de 73

O Sistema de Equacdo Linear acima foi convertido para um problema de otimizacdo,

representado pela fungéo objetivo a ser minimizada:

min f (xl,xz,x3) = (xl + x, + 2.7C3)2 + (xl - 3XZ - 2X3)2 + (le . %) —X3)2

O grafico de convergéncia do Sistema de Equacéo Linear em formato de problema de

otimizacdo € exibido a seguir:

Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solugao) (Y)

—
|

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Movimentagdes (X)

Figura 30 - Grafico de convergéncia do Sistema 04.
Fonte: O autor, 2024.
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Apéndice C — Sistemas de Equagdes N&o Lineares

1. Sistemas de Equacfes N&ao Lineares

Quando em um sistema néo for possivel atender a propriedade da homogeneidade, em que
para um numero real ou imaginario k, se uma entrada aumentar k vezes, seu efeito também
aumentard k vezes, este pode ser considerado um sistema néo linear. A analise de sistemas deste
tipo tende a ser mais dificil e pode aparecer de tantas maneiras que descrevé-los de uma Unica
forma matematica torna-se quase impossivel [23]. Os sistemas lineares podem ter apenas uma,
duas ou mais solugdes, mas em uma quantidade finita de solucGes [18]. Em sintese, os sistemas
ndo lineares seguem o mesmo padrdo dos sistemas lineares, entretanto, os valores de saida ndo

séo proporcionais aos de entrada.

1.1 Sistema 05

{4x§ + dxyxy +2x5 - 42x; - 14=0 [19]

4x3 + 2x3+ dxyxy - 26x, = 22=0

O Sistema de Equacdo N&o Linear acima foi convertido para um problema de otimizacao,

representado pela funcéo objetivo a ser minimizada:

min f (v, x,) = (43 + dxyx, + 203 — 42x; - 14)° + (403 + 223+ 4xyx, - 263, - 22)°

O grafico que representa este Sistema de Equacdo N&o Linear em formato de problema de

otimizacdo sera apresentado a seguir:
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Figura 31 - Grafico Sistema 05.
Fonte: O autor, 2023.

O gréfico de convergéncia do Sistema de Equacdo N&o Linear em formato de problema de

otimizacdo é exibido a seguir:
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Figura 32 - Gréafico de convergéncia do Sistema 05.
Fonte: O autor, 2024.

1.2 Sistema 06

[20]

{x‘;’ - 3x3-x, =

-2
(x1-1)2+ x3=4
2

O Sistema de Equacdo N&o Linear acima foi convertido para um problema de otimizacao,

representado pela funcédo objetivo a ser minimizada:
min f (x;,x,) = (x% - 3x3 -x, + 2 )2 + ((x1 -1)2+ x5 -4 )2

O gréfico que representa este sistema em formato de problema de otimizacdo seré apresentado
a seguir:
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Figura 33 - Gréfico Sistema 06.

Fonte: O autor, 2023.
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O grafico de convergéncia do Sistema de Equacdo N&o Linear em formato de problema de

otimizacdo € exibido a seguir:

Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solugao) (Y)

0 20 40 60 80
Movimentagdes (X)

Figura 34 - Gréafico de convergéncia do Sistema 06.
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Fonte: O autor, 2024.

1.3 Sistema 07

Sx? - 6x?x% + x5 +2x;x3 =0
-2x8x, 4+ 2x3x3 + 2x,x3 =0 [21]
X3 +x5 - 02656 = 0

O Sistema de Equacdo N&o Linear acima foi convertido para um problema de otimizagéo,

representado pela funcédo objetivo a ser minimizada:

: 2 2
min f (x;,xp x3) = (Sx? - 6x3x5 + X X5 + 2x1x3 ) + (— 2x8x, + 2x3x5 + 2x,x5 ) + (x% + x3

- 0.2656)

O gréfico de convergéncia do Sistema de Equacdo N&o Linear em formato de problema de
otimizacg&o € exibido a seguir:

Log(Aproximacao Candidatos a Melhor Solucao) (Y)

T T T T
2 4 6 8 10 12
Movimentacdes (X)

Figura 35 - Gréfico de convergéncia do Sistema 07.
Fonte: O autor, 2024.



1.4 Sistema 08

3x; —cos(xyx3)—0.5=0
x7- 81+ (x, +0.1)? +sin(x3) + 1.06 =0 [22]

exp(-x,x,) +20x; + (107;_3)
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O Sistema de Equacdo N&o Linear acima foi convertido para um problema de otimizacao,

representado pela fungédo objetivo a ser minimizada:

min f (x, x5, x3.) = (3x; —cos(xpx3 ) — 0.5)%+ (x - 81+ (x, +0.1)% + sin(x3) + 1.06)2 +

(101'[—3))2

(exp(—xlxz) +20x3 + .

O gréfico de convergéncia do Sistema de Equacdo N&o Linear em formato de problema de

otimizacdo € exibido a seguir:
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Figura 36 - Gréafico de convergéncia do Sistema 08.
Fonte: O autor, 2024.
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