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RESUMO

A presente pesquisa traz um relato de experiéncia de um minicurso desenvolvido por bolsistas
do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia (PIBID) estudantes do curso de
Licenciatura em Matematica e Fisica (LIMF) da Universidade Federal do Oeste do Para
(UFOPA) intitulado “Introducdo ao método de indugdo matematica”. O minicurso tinha o
objetivo de introduzir o método de demonstracdo por inducdo partindo de uma atividade
contextualizada denominada “Enigma dos Cavalos” e, a partir dai, formalizar algebricamente
0 método. Contando com a participacao de 12 estudantes do curso da LIMF, o minicurso pode
proporcionar uma visdo mais holistica de uma demonstracdo por inducdo e que também
propiciou o0 resgate de outros conceitos matematicos, tais como funcGes e progressdes

aritméticas.

Palavras-chave: Demonstrac6es. Método de Inducdo. Enigma dos Cavalos.



ABSTRACT

The present research brings an experience report of a minicourse developed by scholarship
students of the Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia (PIBID) from the
Degree Course in Mathematics and Physics (LIMF) of the Universidade Federal do Oeste do
Pard (UFOPA) entitled "Introducdo ao método de indugdo matematica”. The minicourse had
the objective of introducing the method of demonstration by induction based on a
contextualized activity called "Enigma dos Cavalos™ and, from there, to formalize the method
algebraically. With the participation of 12 students from the LIMF course, the minicourse
could provide a more holistic view of a demonstration by induction and that also provided the

rescue of other mathematical concepts, such as functions and arithmetic progressions.

Keywords: Demonstrations. Mathematical induction. Enigma dos Cavalos.
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1 INTRODUCAO

E muito provavel que uma pessoa que passou 0s 12 anos de escola na educacéo basica
brasileira tenha topado com algumas “verdades” matematicas que foram passadas de forma
tdo eloquente pelo professor que parecem ndo carecer de qualquer forma de contestacdo. O
enunciado de que a ordem dos fatores néo altera o resultado em uma multiplicagdo ou que a
menor distancia entre dois pontos é uma linha reta sdo exemplos dessas “verdades” absolutas.
Entretanto, se estivermos lidando com matrizes, a ordem dos fatores vai importar na
multiplicacdo, se sairmos da seguranca axiomatica de Euclides e enveredarmos por outras
geometrias como a esférica ou a hiperbdlica, uma linha reta pode ndo ser a menor distancia
entre dois pontos.

Um dos artificios mais contundentes em Matematica que nos da condicbes de
contestar, abalizar, comprovar ou refutar uma afirmacéo é a demonstracéo. E ela que permite
que verdades cristalizadas sejam analisadas a ponto de estabelecer o grau de abrangéncia
dessa verdade (como o caso da multiplicacdo ou da distancia entre dois pontos) ou até mesmo
se estamos lidando com uma verdade de fato ou n&o.

N&o pretendemos determinar de forma definitiva o que € uma demonstracdo dada a
polissemia do termo e os mdultiplos sentidos que diversos autores impdem ao seu
entendimento formalizado [DAVIS; HERSH (1985), FOSSA (2009), STEWART; TALL,
(2015)]. As demonstragdes aqui serdo tomadas como argumentos poderosos que provam a
veracidade (ou ndo) das sentencas matematicas que, além de ser um ponto de convergéncia
entre os autores, também parece estabelecer um consenso na area da Matematica do que vem
a ser uma demonstracdo. Para, além disso, acreditamos que as demonstraces podem ser
exploradas como uma ferramenta importante para se ensinar Matematica, pois com a
compreensdo de como as demonstracdes dao estrutura ao pensamento matematico existe a
possiblidade de se estabelecer conexdes entre suas ideias e seus conceitos.

No presente texto, falaremos um pouco sobre o uso das demonstragdes dentro do
ensino da Matematica e exploraremos alguns de seus principais métodos. Em seguida,
relataremos uma atividade vivenciada por noés enquanto participantes do Programa
Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia (PIBID): o Enigma do Cavalo. Trata-se de
uma situacdo contextualizada que elaboramos usando o tabuleiro de xadrez e algumas de suas
pecas (especialmente o cavalo) para imergir o estudante em um ambiente de aprendizagem
potencializador da aprendizagem do método da indugdo finita, um dos principais

procedimentos demonstrativos em Matematica. Nossa atividade ndo s6 trata do método da
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inducdo finita como, a reboque, perpassa por outros tdpicos da Matemaética tais como o plano
cartesiano, resolucao de equacgdes do 2° grau e l6gica matematica.

2 DEMONSTRACOES EM MATEMATICA

O fisico e divulgador cientifico Marcelo Gleiser afirma que o progresso da Ciéncia se
deve basicamente a dois fatores: a miopia e a curiosidade (GLEISER, 2019). O fato de ndo
termos instrumentos suficientemente poderosos para testar ou comprovar nossas hipoteses faz
com que ndo consigamos enxergar o que ainda € desconhecido. J& a curiosidade é o fator que
nos move em direcdo a ele. N&o obstante, os matematicos também séo curiosos e atraidos pela
busca incessante do conhecimento, porém, os instrumentos poderosos que 0s ajudam a
enxergar e comprovar suas verdades ndo sdo dependentes de aparelhos caros ou ultra
tecnoldgicos, sdo as demonstracdes. Elas sdo tdo importantes para um matematico que a
incorporacdo delas em seu meio, as vezes, pode se dar ndo pela possivel utilidade em alguma
area especifica ou aplicacdo direta para uma contribuicdo social, mas pelo simples prazer de
provar que uma proposicao é verdadeira ou néo.

Nesse sentido, Fossa (2009) diz que conhecer:

(...) é saber o porqué. E o porqué de um teorema matematico é a sua demonstrag&o.
Portanto, 0 matematico sempre quer demonstrar os seus teoremas porque ele quer
conhecé-los, e conhecé-los a fundo. Desta maneira, a matematica ndo é meramente
uma atividade interessante com algumas aplica¢Ges praticas, mas faz parte daquela
busca da verdade que é o grande empreendimento do homem (p. 46).

E possivel notar que para 0s matematicos o ato de demonstrar ou compreender
demonstracdes pode ser por si sé atraente. Porém, nossa experiéncia atuando como bolsistas
nas escolas e estagios supervisionados mostrou gque para estudantes do ensino basico e até
mesmo estudantes do ensino superior existe certa resisténcia em cultivar esse interesse. Se
para 0s matematicos as demonstrac@es sdo ferramentas essenciais em sua area e até fonte de
satisfacdo, por que ndo conseguimos desenvolver nos estudantes uma percepcao que permita a
eles vislumbrarem um pouco desse contentamento nas aulas de matematica?

Santos (2015, p. 21) sugere que o professor realize o papel de intermediario entre o
conhecimento matematico e os alunos. Para que isso ocorra, a autora diz que é crucial que o
professor desenvolva atividades que proporcionem “momentos de indagacGes e do pensar
sobre suas respostas, comparando-as, analisando-as e verificando se as respostas sao
plausiveis com as perguntas dos problemas”. E com essa intencionalidade que achamos ser
necessario (re)pensar e (re)elaborar alternativas, estratégias ou situacdes para se abordar o uso

das demonstrac6es em sala de aula. Mas afinal, como fazer isso?
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Sousa (2010, p. 21) afirma que para se estudar as demonstracbes matematicas &
preciso que se esclarecam duas coisas: “a importancia das demonstra¢des para a Matematica e
0 que significa demonstrar, no &mbito da Matematica”. O primeiro esclarecimento se deve ao
fato de acreditar que é fundamental conhecer a importancia das demonstracbes matematicas
para a Matematica, dando-lhe o devido valor e relevancia, ndo somente como uma repeti¢do
ou mera utilizagdo implicita que acaba sendo adotada no ensino, e que frequentemente é
realizada de forma repetida e sem compreensédo. O segundo esclarecimento consiste no fato de
que o entendimento de demonstrar € confundido com o de verificar ou argumentar
(convencer), embora sejam essenciais para a compreensdo no ensino de demonstragdes, essas
premissas ndo sdo suficientes para validar uma proposicdo, isso requer a formalizacdo
matematica por meio das demonstracdes para validacdo dos teoremas.

A compreensdo da necessidade das demonstracfes no ensino de Matematica também é
entendida pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC), descrito em sua competéncia
especifica de n° 5, referente ao tépico Matematica e suas tecnologias:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de padrdes,
experimentagBes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de
uma demonstracao cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas. O
desenvolvimento dessa competéncia especifica pressupfe um conjunto de
habilidades voltadas as capacidades de investigacdo e de formulacdo de explicacfes
e argumentos, que podem emergir de experiéncias empiricas — inducfes decorrentes
de investigagcbes e experimentacBes com materiais concretos, apoios visuais e a
utilizacdo de tecnologias digitais, por exemplo. Ao formular conjecturas com base
em suas investigagdes, os estudantes devem buscar contraexemplos para refuta-las e,
quando necessario, procurar argumentos para valida-las. Essa validagdo ndo pode ser
feita apenas com argumentos empiricos, mas deve trazer também argumentos mais
formais, incluindo a demonstracdo de algumas proposi¢cbes (BRASIL, 2018, p.
540). [Grifos nossos]

As demonstracBes sdo ferramentas fundamentais para a Matematica, diferente de
outros campos do conhecimento que utilizam a observacao e a experimentacdo para validar
suas verdades, na Matematica consideramos algo como verdadeiro quando ele pode ser
demonstrado, ou adotado de forma axiomatica. Elas assumem um papel de suma importancia
quando se deseja provar que suas afirmacdes expressam a verdade. Na demonstracdo os
axiomas ou postulados sdo proposi¢des assumidas como verdadeiras, isto €, sdo tomadas
como verdades e julgadas como ja estabelecidas. Os teoremas, por sua vez, sdo proposicoes
que se pode demonstrar a partir das dedugdes ldgicas e consistentes baseadas nos axiomas. J&
uma conjectura é uma proposicdo possivelmente verdadeira, mas sem uma demonstracao

conhecida. Quando uma demonstracao valida é encontrada a conjectura se torna um teorema.
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Teoremas também s&o conhecidos por proposicdes, corolarios ou lemas. Em geral, na
organizacao de um contedo matematico a maioria dos teoremas é indicada como proposicao
e o0 termo teorema é reservado para os principais resultados que se destacam das demais
proposicdes. Um corolario € um teorema consequente de algum outro teorema ja
demonstrado. Demonstracfes longas e complexas podem ser simplificadas quando sé&o
estabelecidos teoremas auxiliares durante a argumentagéo chamados de lemas.

De posse dessas definicGes, observamos de imediato que os corolarios e lemas nédo
deixam de ser teoremas. Fossa (2009, p. 49) enfatiza que “do ponto de vista formal, ndo ha
diferenga entre teoremas, corolarios e lemas, pois todos os trés sdo proposices
demonstradas”. Para uma rapida distincdo dentre as demonstracdes existentes, citaremos
algumas das principais técnicas de demonstracfes que sdo frequentemente utilizadas para

demonstrar proposi¢es na Matematica.
2.1 Método da Demonstracéo Direta

Em uma demonstracdo direta assumimos que a hipétese é verdadeira. E por meio de
axiomas, definicdes, teoremas ou regras de inferéncia, obtemos a conclusdo de que a tese
também ¢é verdadeira. Para exemplificar esse tipo de demonstracdo podemos enunciar um dos
teoremas mais conhecidos: o teorema de Pitagoras.

Se o triangulo é reténgulo, entdo o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados dos catetos.
a? = b? + ¢?

Dentre as diversas possibilidades de se demonstrar esse teorema’, lezzi (2004)

propde:

Demonstragéo

Dado um triangulo ABC, retangulo em A (Figura 1), a altura AD (perpendicular a BC) relativa
a hipotenusa origina dois triangulos semelhantes ao préprio triangulo, em vista da
congruéncia dos angulos (BAD = €, complemento de B, CAD = B, complemento de C).
Portanto, temos proporcionalidade entre os lados homélogos, uma para cada triangulo parcial

ou total:

! Encontramos mais de 90 formas de se demonstrar esse teorema ao digitarmos o descritor “demonstracio
teorema Pitagoras” em um dos buscadores mais utilizados da Internet.
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Figura 1: Rela¢es métricas no triangulo retangulo

A

n_b
- —-=—
c a

Fonte: Elaboracdo prépria baseada em lezzi (2004)

A expressdo acima fornece ¢ = an e b> = am , conhecidas como relagdes métricas
de Euclides. Adicionando-as obtemos:

b2+ c?2=am + na = alm + n) = a-a = a*

2.2 Método da Demonstracdo Indireta

Também conhecida como demonstracdo pela Contrapositiva, nesse método nega-se a
tese, isto é, assumimos que a tese é falsa e, chegando a concluséo de que a premissa também
sera falsa, concluimos a negagdo da premissa. Tal método € Gtil quando é conveniente
demonstrar a contrapositiva do que a implicacdo original, isto é, quando o determinado valor
I6gico de uma afirmacdo for sempre equivalente ao de sua contrapositiva. Como veremos no
exemplo a seguir:

Seja x um nimero inteiro. Se x* é par, entdo x também é par.
Demonstragéo
Supomos que x ndo é par, logo, existe um nimero k pertencente ao conjunto dos nimeros
inteiros tal que x = 2k + 1 (inteiro impar). Logo, temos x? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? +

2k) + 1, onde 2k? + 2k é um inteiro. Portanto, x* é impar.
2.3 Método da Demonstragdo por Absurdo

Também conhecida por reducgéo ao absurdo, negamos que a implicacdo seja verdadeira
(isto ocorre se afirmamos a premissa e a0 mesmo tempo negamos a tese) e chegamos a uma
contradicdo (ou seja, no discurso demonstrativo havera duas proposi¢des contraditdrias — uma
sendo a negacdo da outra) como estamos assumindo que a argumentacdo € valida, devemos
concluir que a hipotese da negacgédo da implicagéo seréa falsa e, portanto, que a implicagéo sera
verdadeira. Pode-se também chegar a uma afirmacdo sabidamente falsa que ndo seja

necessariamente a negacao de uma afirmacao feita anteriormente durante a demonstracgéo.
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Um exemplo que se beneficia da demonstracdo por absurdo € a prova para
irracionalidade de +/2 trazida por Livio (2011, p. 52).
Se /2 existe, entdo é um namero irracional.
Demonstragéo
Supomos que /2 € racional. Isso implica que existem dois nimeros inteiros distintos e primos

entre si p e g de tal forma que:
V2 = § (fracdo irredutivel.)

Elevando ao quadrado, temos:

p* = 2¢°
Note que p? é par, pois é um certo nimero inteiro multiplicado por 2. Concluimos que p
também é par (como vimos no exemplo da demonstracdo indireta), logo da forma p = 2r,
com r sendo um inteiro. Substituindo p = 27 na equacéo p? = 2q?, obtemos:

4r* = 2¢°,
Logo,

g% = 2r2
Portanto, g é par e consequentemente g € par, entdo maltiplos de 2. Aqui chegamos a uma

contradicdo (Absurdo), por hipbtese, pois p e g necessariamente sdo primos entre si. 1sso

prova que /2 € irracional.
2.4 Demonstragdo por Exaustéo

Usada quando temos uma conjectura sobre uma colecdo finita, a demonstracdo por
exaustdo consiste em verificar a validade de uma proposicdo para cada elemento da colecéo.
Uma demonstracao por exaustdo significa que foram exauridos todos 0s casos possiveis.

Para exemplificar, trazemos a demonstragdo do Teorema de Pick proposta por Santos
(2021):

A area de um poligono simples cujos veértices sdo pontos de uma malha quadriculada

é dada pela formula A =1 + g — 1. Onde B é o nimero de pontos na borda e I € o nimero de

pontos no interior do poligono.
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Figura 2: Poligono simples em uma malha quadriculada

o o o o-—T

"0 0 0 0 &
sasess
¢ O O ¢
¢ e ¢
111
© Pontos no interior (I)

e Pontos na borda (B)

Fonte: Reproduzido de Santos (2021, p.14)
Observando a malha reticulada da Figura 2, podemos observar que | é a quantidade

total de pontos internos e B € o total de pontos nas bordas. Se convencionarmos que cada
quadrado da malha possui lado igual a 1 u. e substituirmos na formula os pontos do interior
I = 8 e 0s pontos da borda B = 25, vamos obter 19,5, o que corresponde a area do poligono
em destaque. Santos (2021) dividiu esta demonstracdo em 4 partes e a primeira delas é para
retdngulos cujos lados estdo sobre a malha e que expomos a seguir:

Demonstragéo

Seja um retdngulo qualquer em uma malha reticulada. Os comprimentos da base (b) e da
altura (h) do retangulo estdo associados a quantidade de pontos da malha que pertencem a
borda do retangulo (Bg), como mostra a Figura 3.

Figura 3: Retangulo qualquer em uma malhar reticulada

Legenda:

e 2b pontos

o 2h pontos

Reproduzido de Santos (2021, p.16)
Assim, b e hpassam a corresponder exatamente a quantidade de pontos da malha que

pertencem a base e a altura do retdngulo fornecido. A quantidade de pontos da borda (Bg)
desse retangulo pode ser obtida por meio da formula:
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Os pontos interiores do retangulo (Iz) podem ser contados a partir de b e de h multiplicando

esses valores um pelo outro depois de ser diminuida uma unidade de cada um deles:
Ir=0b-1).(h—-1)

Substituindo as equagdes acima na férmula de Pick, temos que a area do retangulo (Ag) é:

By 2b + 2h 2b  2h
Sl —l=———+®-D.(h-1D)-1="+—+bh-b-h+1-1

=b+h+bh—b—h=>bh=AzC.Q.D.

A demonstracdo proposta é dividida em mais outras trés etapas: para o caso de
tridangulos retangulos cujos catetos estdo sobre a malha, para o caso de triangulos quaisquer e,
finalmente, para o caso de poligonos em geral exaurindo, portanto, todos 0s casos possiveis.
Assim, demonstramos que o Teorema de Pick é valido para quaisquer tipos de poligonos
simples dentro de uma malha reticulada, ja que eles sempre podem se decompostos em
triangulos cujos vértices sdo também vértices do poligono dado. Como os artificios para se
demonstrar as outras etapas sdo mais extensas, omitiremos as demais demonstracdes e

deixamos a cargo do(a) leitor(a) a sugestdo de consulta-las em Santos (2021).
2.5 Método da Demonstracao por Inducdo

Antes de mais nada, cremos que h& a necessidade em se fazer uma distin¢do entre
deducéo e inducéo, e inducdo empirica e inducdo finita.

Segundo Silva e Savioli (2010) A deducdo é o pensamento logico que consiste em
chegar numa conclusédo por meio de uma hipdtese generalizada, conhecida e verdadeira em
que se aplicam a todos os casos particulares. Ou em poucas palavras, “a deducao vai do geral
ao particular” ou “do universal ao individual”.

Na inducdo empirica o raciocinio ou o método que nos leva a passagem logica consiste
na hipotese de um evento particular a uma tese geral, por meio de observacdes de fendmenos
ou experiéncias. O método de inducdo empirica é amplamente utilizado no campo das
ciéncias experimentais.

Diferentemente do que ocorre nas ciéncias experimentais, em Matematica ndo se pode
afirmar que uma proposicao ¢ verdadeira ou falsa a partir de certo nimero de observagdes. No
entanto, o termo inducdo na inducdo finita, esta relacionado a uma associacdo em que se faz
ao seu método que analisa alguns casos (como veremos nesse topico) para uma afirmacgéo
mais abrangente.

Ademais, a origem do termo inducé&o finita surge com a axiomatizagdo do conjunto

dos numeros naturais escrito pelo matematico italiano Giuseppe Peano (1858 - 1932)
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divulgados na obra de 1889, denominada Arithmetices Principia Nova Methodo Exposita.
Onde apresenta seus axiomas e enuncia a base de um dos processos demonstrativo designado
como inducdo finita.

Por tanto, inducéo finita € um método de demonstracéo de teoremas aritméticos, isto €,
que se trata de um instrumento universal para demonstrar as propriedades do conjunto dos
nameros naturais. Por fim, é necessario tomar cuidado para ndo evitar confusdo entre a
inducdo finita e a inducdo empirica, pois a inducéo finita ¢ um metodo dedutivo, enquanto a
inducdo empirica, como ja dito, trata-se de um estudo de casos particulares, iguais ou
semelhantes e busca uma lei geral que explica e subordina tais casos.

A inducdo matematica sendo um argumento dedutivo que, quando é demonstrada uma
proposicdo, a conclusdo € seguida das premissas com todo o rigor logico. Para formular esse
método devemos acompanhar a seguinte estrutura, na qual P(x) indica uma proposi¢do sobre
x, sendo um ndmero natural.

(i) Demonstrar P(1) (ou o primeiro elemento dependendo do caso);
(i) Supor P(n);
(i)  Demonstrar para P(n + 1).

Cumprindo essas etapas obtemos nossa prova. Fossa (2009) afirma que, quando se tem
eventos sobre 0s nimeros naturais, esta técnica de demonstracdo é a mais usada dentre todas
as outras da Matematica, pelo seu principio basico ser o mais simples.

O método do principio de inducdo finita sera abordado mais adiante a partir de uma
analise feita por nds de um minicurso desenvolvido por bolsistas do PIBID que participavam
a época das acBes do Laboratério de Aplicacbes Matematicas (LAPMAT) da Universidade
Federal do Oeste do Para (UFOPA).

3 O ENIGMA DOS CAVALOS

Em 2013, dois bolsistas do PIBID (um deles € o autor deste texto) e estudantes da
Licenciatura Integrada em Matematica e Fisica (LIMF) elaboraram e ministraram um
minicurso com duragdo de 4 horas para | Feira do PIBID, realizada no Instituto de Ciéncias da
Educacao (ICED) da UFOPA intitulado “Introducdo ao Método de Indugdo Matematica”. O
minicurso tinha como objetivo apresentar aos participantes (a maioria estudantes da LIMF)
uma forma de se abordar o método da indugdo finita com uma atividade que teria uma
primeira parte que se partia gradativamente do concreto (Enigma dos Cavalos) para o formal

(Principio de Inducgéo Finita).
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Iniciamos o minicurso apresentando uma atividade que chamamos de “O Enigma dos
Cavalos” cuja elaboragéo foi baseada em um puzzle online de dominio pablico?®. Ela consiste
na utilizacdo de tabuleiros 1 x 3, 1 x 5 e 1 x 7 feitos em cartolina e as pecas de cavalo do jogo
de xadrez que ficam dispostas conforme mostra a Figura 4 e que podem, dependendo da
disponibilidade, ser substituidas por outras pecas do xadrez (como o pedo por exemplo) ou

outros marcadores disponiveis quaisquer®.

Figura 4: DisposicOes de tabuleiro da atividade Enigma do Cavalo

o

Fonte: Elaboracéo propria
O jogo é destinado para apenas um jogador e tem como objetivo passar o(s) cavalo(s)
branco(s) que esta(do) no lado esquerdo para o lado direito e o(s) cavalo(s) preto(s) que

estd(do) no lado direito para o lado esquerdo movimentado as pecas com as seguintes

condicdes:

o Os cavalos s6 podem andar uma casa de cada vez;

o Os cavalos brancos s6 andam para a esquerda e 0s pretos para a direita;

o Se a casa pretendida estiver ocupada, o cavalo pode “saltar” sobre o cavalo da casa

ocupada, desde que a outra imediatamente posterior esteja desocupada;
. S6 € possivel “saltar” um tnico cavalo.
Oferecemos aos 12 participantes do minicurso as pegas do cavalo e os tabuleiros que

haviamos confeccionados previamente e pedimos para que eles tentassem resolver o “enigma”

2 A pégina original ndo estd mais disponivel, porém uma alternativa semelhante pode ser encontrada
em https://genioquiz.com.br/jogue-0-jogo-dos-sapos/

% Os materiais utilizados na confeccéo de todos os objetos de aprendizagem foram gentilmente fornecidos pelo
Laboratorio de Aplicacdes Matematicas (LAPMAT) ligado a LIMF e que, quando a atividade foi desenvolvida,
funcionava na sala 230 do Campus Amazénia da UFOPA. Atualmente, o LAPMAT funciona na sala 335-A do
Campus Tapajds da UFOPA.



https://genioquiz.com.br/jogue-o-jogo-dos-sapos/
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no menor nimero de movimentos possiveis com o tabuleiro 1 x 3. Ap6s todos chegarem ao
consenso de que 3 era 0 menor numero de movimentos possiveis, pedimos que eles tentassem
com o tabuleiro 1 x 5 e depois com 0 1 x 7. Com o grau de complexidade aumentado, o tempo
destinado para a resolucéo foi naturalmente maior, mas todos conseguiram reconhecer que 8 e
15, respectivamente, satisfaziam o nimero de movimentos e que a quantidade de movimentos
é Unica para cada desafio, pois para cada lance ha apenas dois movimentos possiveis, sendo
que um deles sempre “trava” o jogo e o outro permite sua continuidade.

A partir dai, fornecemos aos participantes a Tabela 1 impressa em papel A4, lapis e
borracha, indicando que as trés primeiras linhas da tabela ja poderiam ser preenchidas com os
resultados a que acabaramos de chegar.

Quadro 1: Contagem do nimero de movimentos em fun¢éo da quantidade de cavalos de mesma cor

Cavalos de mesma cor Movimentos

g | bW

Fonte: Elaboracdo propria

Indagamos a respeito do preenchimento do restante da tabela: serd possivel que
saibamos quais sdo os valores correspondentes a 4 e 5 sem precisar de um tabuleiro 1 x 9e 1
X 11? Existe um padrdo para obtencdo desses valores? Em caso afirmativo, qual seria a
expressdo que forneceria a quantidade de movimento em fungdo do nimero de cavalos da
mesma cor? Foi com essas indagacgdes que iniciamos a segunda parte do nosso minicurso que
abandona por ora os tabuleiros e comeca a tornar a atividade mais algébrica.

De posse da tabela parcialmente preenchida, pudemos construir com eles no quadro

branco que havia na sala o grafico da Figura 4:
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Figura 5: Grafico discreto da quantidade de pecas para o total de movimentos

(0,.0)

Fonte: Elaboracdo propria

Fizemos os seguintes questionamentos a respeito do grafico: Qual funcdo poderia ter
originado esse grafico? Seria uma funcéo afim? Uma funcg&o linear? Uma funcéo logaritmica?
Uma fun¢éo exponencial? Esse grafico € uma reta, uma parabola?

Antes de irmos adiante, relembramos aos participantes o que caracterizava cada uma
dessas funcdes.

Uma funcéo afim é toda funcéo f: R — R definida pela lei f(x) = ax+ b,onde a e
b sdo numeros reais e x € a variavel em estudo. O gréfico de qualquer funcdo afim é
representado no plano cartesiano como uma reta. Portanto, a funcdo que representa as
grandezas do problema ndo é uma funcéo afim. A funcdo linear, por sua vez, é toda funcéao
afim onde o termo independente b é igual a zero. Ou seja, € toda funcdo definida pela lei
f(x) = ax. Como ainda é uma funcdo afim, seu grafico também é uma reta, descartando-as
de nossas hipoteses.

Também recordamos que uma funcéo exponencial é qualquer funcdo expressa pela lei
f(x) =a*, com a € R, e a+ 1 Indicamos que algumas particularidades dessa funcéo
precisam ser analisadas: para qualquer funcdo expressa dessa forma, sex = 0, entdo
f(x) = 1. Mas se a uma funcéo for definida pela lei f(x) = ab*, com a e b reais onde
a+0eb+0, entdo se x =0, f(x) =a, o grafico “passa” pelo ponto (0, a). O nosso
gréafico, porém, ndo passa pelo ponto (0,1), como no primeiro caso e, como “passa” pelo
ponto (0,0) ndo se enquadra na segunda colocagdo. O pensamento é reciproco para a fungéo
logaritmica, que € a inversa da funcdo exponencial. De todos os tipos de funcGes levantadas

em hipotese, restou apenas a funcéo da fungéo cuja abordagem esta exposta a seguir.
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Chamamos funcdo polinomial do segundo grau ou funcdo quadratica toda fungéo
expressa pela lei de formacdo f(x) = ax* + bx + ¢, com a,b,c € R* e a # 0. O gréfico
dessa fungdo é uma parabola e tem as seguintes propriedades: 0s zeros da funcéo sdo os pares

—b+VbZ-4ac py —b—Vb2—4ac \
I E— e x = —a que corresponde a

formula de Bhéskara. Esses zeros representam os pontos em que f(x) = 0, isto é, onde o

ordenados (x’, 0) e (x”, 0), onde x' =

gréfico intercepta o eixo das abscissas. Se 0 nosso grafico for uma parabola, entdo x’ ou x”
tem que ser igual a zero.

Assim, podemos relacionar o0 que ja acumulamos da seguinte maneira: o coeficiente
a > 0, pois a concavidade da parabola estd voltada para cima, b > 0, pois 0 ponto que
tangencia a funcdo no eixo y é crescente, e ¢ =0 cuja funcdo f(0) =0 como dito
anteriormente.

Nesse ponto da discussdao buscamos identificar os coeficientes a e b substituindo os
pontos (0, 0), (1, 3) e (2, 8) na equacdo f(x) = ax®+ bx + c e obtemos o sistema de
equacoes:

c=0
a+b+c=3
4a+2b+c=8

A solucdo desse sistema existe e é Unica, fornecendo os coeficientes a =1, b = 2.
Portanto, a lei que buscamos é f(x) = x* + 2x, onde x é o nimero de cavalos de cada cor e
f(x) é o nimero de movimentos que o jogador precisa fazer para resolver o enigma. Pedimos
para que eles testassem a expressdo nos resultados que ja haviamos conseguido em nossa
tabela e todos foram confirmados.

Da primeira jogada até agora conseguimos perceber que o nimero de movimentos que
um jogador deve realizar para finalizar o enigma pode ser expresso em funcdo do numero de
cavalos de uma mesma cor no tabuleiro, conforme a lei f(x) = x* + 2x, que encontramos
anteriormente.

Ter confianga de que essa lei é valida para todos os casos observados € simples, pois
apenas requer um célculo basico e verificar manualmente se o numero corresponde. Mas,
como ter certeza de que a lei é valida, também, para os casos ndo observados? Ou seja, como
saber, sem duvidas, que a lei funciona para os infinitos valores de x? E nesse ponto que 0s
questionamos: Como podemos demonstrar essa lei? E foi ai que comegamos a introduzir o
método de induco finita.

Primeiro, a lei deve valer para o menor valor que x pode adquirir que é 1, ja que com

zero cavalos ndo ha jogo. Assim, o valor que corresponde a 1 em nossa tabela deve ser igual a
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f(1). Matematicamente, f(1) = 1> + 2- 1 = 3, verificando que a lei é valida para a base do
processo, ja que realmente sdo necessarios trés movimentos para este caso.

O método de inducédo afirma que quando uma lei é vélida para algum ndmero natural
ela também deve valer para o sucessor desse numero. Antes, porém, precisamos encontrar
uma Lei de Recorréncia que €, na verdade, uma relacdo, entre dois termos consecutivos da
imagem da funcgdo. As leis de recorréncia demonstram como a sequéncia € intrinsecamente
relacionavel, e isso nos auxilia na demonstracéo das leis de inducéo.

Para identificar essa lei em nosso problema devemos analisar com cautela a tabela que
construimos para cada quantidade de cavalos. Para isso, adicionamos a coluna de Taxa de
Variacdo que € a diferenca do nimero de movimentos com outro imediatamente anterior,

conforme vemos na Tabela 2 a seguir:

Quadro 2: Taxa de Varia¢do do nimero de movimentos

Cavalos de mesma cor Movimentos Taxa de Variagao

0

3

8

15

O | N | o1 W

24

o |l WO |IDN| L | O

35 11

Fonte: Elaboragdo prépria

Analisamos juntos a relag@o entre os niimeros da coluna “Taxa de variagdo”. O quanto
eles sdo parecidos? S&o primos? impares? Ou obedecem a uma lei especifica? O certo é que
sd0 nameros impares.

Explicamos que uma Progressdo Aritmética de primeira ordem € toda sequéncia de
termos onde a diferenca entre dois valores sucessivos é a propria razdo da PA. Por exemplo,
na sequéncia 1, 3, 5, 7, 9. ..., que é a dos numeros impares, a diferenca entre quaisquer dois
consecutivos termos é igual a 2, que € a razdo da progressdo. Quando, porém, a razdo de uma
PA for outra progressdo, entdo temos uma Progressdo Aritmética de segunda ordem.
Generalizando, se a diferenca entre os termos de uma progressdo der origem a sucessivas
progressdes, até uma enésima progressao que nos dard a razdo da PA, estamos lidando com

uma Progressao Aritmética de enésima ordem.
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Observe que classificando os lances em dois tipos, movimentos e saltos, os lances
sempre depois de um movimento, o nimero de saltos consecutivos € acrescido de uma
unidade até que o nimero de saltos consecutivos se torne igual ao nimero de cavalos pretos
(ou brancos). A partir dai, 0 niUmero de saltos consecutivos comega a decrescer de uma em
uma unidade.

Apos fazermos essas consideracdes, vimos que a sequéncia dos movimentos é uma
progressao de segunda ordem. Essa nova PA € a sequéncia dos nimeros impares, que pode ser
escrita como 2x + 1, sempre que tivermos x cavalos de determinada cor. Assim, cada novo
termo f(x + 1) € a soma do seu antecessor f(x) a esse valor 2x + 1. Escrevendo f(x + 1) =
f(x) + 2x + 1, que é a nossa lei de recorréncia.

Agora completaremos a demonstracdo provando o passo indutivo, isto €, mostrando
que f(x) = f(x + 1). Temos em hipotese que se:

f(k)=k*+2kef(k)=f(k—1)+2k+1,

Entéo,

fk+D)=((k+1D*+2k+Def(k+1)=f(k)+2(k+1)+1.

E preciso que ambos f(k + 1) sejam iguais.

Unindo as duas leis, f(k+1)=f(k) +2k+3 = f(k+1) = (k* +2k) + 2k +
3= f(k+1) =k*+ 4k + 3.

Desenvolvendo f(k +1) = (k + 1)+ 2(k + 1) encontramos k? + 2k + 1 + 2k +
2= f(k+1)=k*+ 4k + 3, mostrando que ambos f(k + 1) sdo iguais, que é o que
queriamos provar.

Logo, utilizando o método de inducdo, pudemos afirmar que, para qualquer nimero x
de cavalos de mesma cor, a lei que determina o nimero de movimentos minimos é x> + 2x e

que cada termo que se sucede é a soma do termo anterior com o numero de casas do tabuleiro.
4 CONSIDERAC@ES FINAIS

No presente texto tratamos da importancia das demonstracbes dentro do ensino da
Matematica e exploramos alguns de seus principais métodos. E a partir de uma situacdo
contextualizada (Enigma dos Cavalos) desenvolvemos um minicurso que, além de perpassar
também por outros tdpicos da Matematica, possibilitou criarmos uma dindmica que permitisse
a abordagem formalizada do método da indugéo finita.

Ademais, os materiais de baixo custo (cartolinas, lapis, papel A4 etc.) e 0 acesso as
pecas de xadrez fornecidas pelo LAPMAT possibilitaram a concretizagdo do minicurso nos

moldes que haviamos previsto. Mas caso o professor queira reproduzir o que sugerimos nessa
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pesquisa em sua sala de aula, outros materiais podem ser utilizados e facilmente adaptados,
como a substituicdo dos cavalos por outros marcadores quaisquer (pinos ou tampas de
garrafas, por exemplo) ou colocar no quadro as tabelas e os graficos ao invés de imprimi-los
previamente. O mais importante, em nosso entendimento, é fazer emergir da atividade
condicionantes importantes que sirvam de ponto de apoio a aprendizagem da demonstracao
pelo método de inducgdo. Afinal, como diz Lorenzato (2012), ter o recurso didatico mais caro,
mais atual ou mais tecnologico ndo da a certeza do aprendizado, o que pode nos colocar nesse
caminho é a boa utilizacdo que os professores fazem desses recursos.

Por fim, achamos crucial salientar que a efetivacdo dessa pesquisa s6 foi possivel
devido ao apoio do subprojeto do PIBID de Matematica da UFOPA que a época garantiu o
suporte financeiro necessario a realizacdo do minicurso. Por se tratar de um programa tao
importante de incentivo a docéncia, vemos com grande preocupacao 0s seguidos ataques que
essa iniciativa vem sofrendo nos dltimos anos. Seja pelo contingenciamento de recursos
financeiros e consequente diminuicdo da oferta de bolsas, seja pela descaracterizacdo do seu
carater formativo ou pela descontinuidade de sua implementacdo nas universidades publicas.
Ele ainda funciona dentro da UFOPA, mas tememos que esteja chegando ao ponto de ja estar
respirando por aparelhos...

Finalmente, queremos deixar claro que as demonstracGes sdo ferramentas importantes
demais dentro do campo da Matematica para serem tratadas como algo que gera olhares tortos
de estudantes ou até mesmo de professores. Se no titulo provocamos o(a) leitor(a)
perguntando se demonstrar era preciso, agora temos condicdes de dizer que de além de ser
preciso € também necessario que o facamos, desde que elas possam dar ao estudante a
percepcao do quanto elas sdo essenciais para a validacdo dos enunciados em Matematica.
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