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RESUMO

Este trabalho vem lancar um novo desafio no modo de pensar a matemaética, atraves
de um fazer matemético muito conhecido pelos usuéarios de linguagem de
programacao - a construcdo de algoritmo para solucionar um problema - abordando
uma aplicacdo pouco difundida de matrizes e o processamento de imagens digitais
nos moldes estabelecidos pelo projeto Klein. O trabalho aborda o tema a partir de
trés aspectos principais: a relacdo matrizes e imagens digitais; o uso do software no
processamento de imagens digitais; e uma sequéncia de atividades planejadas e
organizadas de forma pratica com material concreto e diferenciado apresentando
desafios cada vez maiores aos alunos e permitindo a construcdo do conhecimento.
Tem como principal objetivo o aprimoramento do conhecimento através do
fortalecimento das definicdes e propriedades aliando o uso do computador ao ensino
de matemética, levando o aluno a alterar sua forma de agir, pensar e questionar o
conteudo trabalhado de maneira diferente da qual estdo habituados, servindo de
instrumento para professores e fonte de pesquisa para alunos que queiram
aprofundar seus conhecimentos sobre o tema.

Palavras-chave: Matriz, Processamento de Imagem Digital e Sequéncia Didatica.



ABSTRACT

This work has lauched a new challenge in thinking mathematics, through a
mathematical doing very known to users of programming language — constructing
algorithm to solve a problem — approaching a bit widespread application of matrices
and processing of digital images in the manner established by Klein’s project. The
work approaches the topic from three main aspects: the relationship matrices and
digital images; the use of the software in digital image processing; and a sequence of
activities planned and organized in a practical way with concrete and differentiated
material, introducing increasingly challenges to the students and allowing the
construction of knowledge. Its main objective is the improvement of knowledge by
strengthening definions and properties combining the use of the computer to the
teaching of mathematics, taking the students to change their way of acting, thinking
and questioning content worked differently which way they are accustomed, serving
as a techer’s tool and resource for students who want to deepen their knowledge on
the subject.

Keywords: Matrix, Digital Image Processing and Teaching Sequence.
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1 - INTRODUCAO

E senso comum o reconhecimento do estado critico que se encontra o Ensino
de Matematica em todo o Pais. Segundo a quinta edi¢cdo do relatério De Olho nas
Metas 2012, do movimento Todos Pela Educacdo, baseado nos resultados da
Prova Brasil/Saeb 2011, apenas 10,3% dos jovens brasileiros tém aprendizado
adequado em Matematica ao final do ensino médio, o que aponta o aprendizado
como sendo um dos maiores entraves da educacao brasileira.

As razbes pelas quais o aluno fracassa sao diversas, entre elas podemos
citar: o fato de o aluno nao ter construido o conceito, mas esse ter sido passado a
ele, neste caso, ndo ouve a apropriacdo do conceito e sim a sua memorizagao;
mesmo que houvesse a apropriacdo do conceito num determinado contexto, a
aplicacdo desse conceito em outro contexto deve ser encarada como uma nhova
guestao; o fato de o aluno nado ter chance de adquirir o conceito matematico esta
relacionado também com a propria Matemética, definicbes e notacbes complexas
para o aluno dificultam o pensamento e o exercicio do raciocinio.

A fim de superar as dificuldades com a Matematica, iniciativas como o Projeto
Klein? propde a professores e matematicos que considerem a relacdo entre a
aprendizagem da Matematica e a natureza da disciplina, tem como principio
estabelecer conexdes entre os topicos e as abordagens dos professores do ensino
meédio ou de cursos de graduacdo e a area da Matematica, desafiando o professor,
através do curriculo escolar, transmitir a riqueza da Matematica em suas
aplicabilidades.

Quem dentre os professores de Matemética, do ensino médio, nunca foi
questionado a respeito da aplicacdo de determinado conteddo na vida do aluno? E
guantas vezes a resposta dada foi: “isto consta no vestibular’. No entanto, essa
resposta, ja ndo convence os alunos, que cada vez mais ligados nas tecnologias

atuais tem preferido passar horas de seu precioso tempo nas redes sociais ao gastar

' De Olho nas Metas é o relatério anual do movimento Todos Pela Educagdo para o acompanhamento dos
indicadores educacionais do Pais sobre o atendimento escolar a populagdo de 4 a 17 anos. Nesta quinta edigdo,
o destaque fica por conta da meta 3, que monitora o desempenho dos alunos no ensino fundamental e médio.
>Eum projeto idealizado pelos comités executivos da Comissdo Internacional de Instrugdo Matematica (ICMI) e
Unido Internacional de Matematica (IMU) que tem como principio estabelecer conexdes entre os tdpicos e as
abordagens dos professores do ensino médio ou de cursos de graduacdo e a area da Matematica, levantando
discussGes em torno deste enfoque.
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alguns minutos estudando Matemética, por achar chata, descontextualizada e
desnecessaria para a sua vida.

Diante disso, a mudanca do paradigma educacional deve ser acompanhada
da introducdo de novas ferramentas, como por exemplo, softwares que permitam
explorar os conceitos da Matematica de uma forma mais dindmica e detalhada, de
maneira que o educando possa construir seu préprio conhecimento.

Para Valente (1993), o computador passa a ser uma ferramenta de
complementacdo e aperfeicoamento educacional, possibilitando mudancas na
qualidade do ensino em virtude das préprias mudancas das condi¢des de vida da
humanidade e também a alteracdo da natureza do conhecimento, visto que vive-se
em um mundo dominado pela informacdo onde tudo muda rapidamente. Os fatos e
alguns processos que a escola ensina rapidamente se tornam obsoletos e de pouca
utilidade, portanto, ao invés de memorizar informacdo, os estudantes devem ser
ensinados a buscar e a usar a informacao. Essas mudancas podem ser introduzidas
com o uso do computador, proporcionando condi¢cfes para o educando exercitar sua
capacidade de procurar e selecionar informacdes Uteis para solucionar problemas.

Nesse sentido, este trabalho langa um novo desafio no modo de pensar
Matematica na educacao basica através de um fazer matematico muito conhecido
pelos usuérios de linguagem de programacdo, abordando uma aplicacdo pouco
difundida de matrizes e o processamento de imagens digitais, com o uso do software
MATLAB nos moldes estabelecidos pelo Projeto Klein. Apresentando uma sequéncia
didatica planejada e organizada de forma pratica com material concreto e
diferenciado para aprimoramento do conhecimento e fortalecimento das definigdes,
através de uma linguagem simples, porém mantendo o rigor e a formalidade
matematica, que possa servir de instrumento para o Professor do Ensino Médio
além de fonte de pesquisa para alunos interessados em aprofundar seus
conhecimentos.

Muito utilizado por pesquisadores das mais diversas areas, o MATLAB é um
sistema interativo que trabalha essencialmente com matrizes numéricas
retangulares, constituindo uma ferramenta eficiente para resolver problemas de
otimizacao e interpretacdo de imagens.

Desta forma, ao ser utilizado pelo aluno do ensino médio, este software
mostra-se como um instrumento pedagdgico de grande poder para desenvolver as

habilidades que o educando necessita ao trabalhar com matrizes, pois este nao
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ficar4 apenas visualizando a matriz como simples tabela mais podera relaciona-la a
imagem caracteristica, alterando sua forma de pensar a matriz, levando-o a
questionar resultados obtidos através desta ferramenta ao mesmo tempo em que
visualiza aplicacdo do conteudo estudado, algo que n&o seria possivel sem a ajuda
do software.

Como este sistema possui uma linguagem simples comparada as linguagens
de programacao classicas capazes de resolver os mesmos problemas numéricos, o
aluno podera efetuar um maior volume de calculos em apenas uma fracdo do tempo
gue se gastaria manualmente ou mesmo usando outra ferramenta de programacéao.

Para facilitar a compreensdo da abordagem, este trabalho esta organizado
em cinco capitulos, todos com o0 mesmo grau de importancia, voltados para o
professor de Matematica e alunos de ensino médio. O capitulo a seguir, trata do
processamento de imagem digital, desde a sua representacdo, passos necessarios
para um processamento de imagem digital, até as operacbes bdasicas, que na
verdade sao operacdes entre matrizes ensinadas no ensino médio; o préoximo
mostra como operar o processamento de imagem digital descrito no capitulo 2, com
o auxilio do software MATLAB; ja& o quarto, apresenta uma metodologia para o
ensino de matrizes, através de uma sequéncia didatica proposta para o estudo de
matrizes relacionando-o ao processamento de imagens digitais; o Gltimo, constitui-se
das consideracfes finais, que sao seguidas pelas referéncias, lista de sites

consultados, apéndice A e o apéndice B.
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2 - PROCESSAMENTO DE IMAGEM DIGITAL

Técnicas de processamento de imagens digitais sdo atualmente utilizadas
para resolver uma variedade de problemas que requerem métodos capazes de
melhorar a informacdo visual para analise e interpretagdo humana, como por
exemplo, na medicina, na qual procedimentos computacionais melhoram o contraste
ou codificam os niveis de intensidades em cores, de modo a facilitar a interpretacéo
de imagens de raios-X e outras imagens biomédicas. Gedgrafos usam técnicas
similares para estudar padrdes de poluicdo em imagens aéreas ou de satélites. Em
arqueologia tais processamentos de imagens tém sido usados com sucesso para
restaurar registros fotograficos borrados de artefatos raros que ndo possuem outros
registros.

Ao longo deste capitulo, serdo apresentados conceitos basicos necessarios
para a compreensdo do processamento de imagens digitais. Nele sera visto as
relacbes entre imagem e matriz, entre pixel e elemento de uma matriz, 0s passos
necessarios para se efetuar um processamento de imagem digital, a vizinhanca de

um pixel, além de algumas operacdes entre pixels.

2.1 REPRESENTAC;AO DE IMAGENS DIGITAIS

O termo imagem monocromatica, ou simplesmente imagem, refere-se a
funcdo bidimensional f:Z? - U (U c N) de intensidade da luz f(x,y), onde x e y
denotam as coordenadas espaciais e o valor de f em qualquer ponto (x,y) €
proporcional ao brilho da imagem naquele ponto. As vezes se torna Util a
visualizacdo da imagem em perspectiva com um terceiro eixo representando o
brilho, vista dessa maneira a imagem aparece como uma série de picos em regiées
com numerosas modificacdes de nivel de brilho e regides planas ou platds em que
0s niveis de brilho variam pouco ou s@o constantes, ou seja, a imagem digital € uma
imagem f(x,y) discretizada tanto em coordenadas espaciais quanto em brilho.

A figura 1, a seguir, mostra 0S eixos x e y na representacédo de imagens

digitais, nesta convencao a origem localizada no canto superior esquerdo é o ponto

(1,1).
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Figura 1 — Convencéo dos eixos para representacéo de imagens digitais

Origem y

Fonte: Aldenize Xavier

Uma imagem digital pode ser considerada como sendo uma matriz cujos
indices de linhas e de colunas identificam um ponto na imagem, e o correspondente
valor do elemento da matriz identifica a pigmentacdo naquele ponto, ou seja, a cor
preta ou a cor branca em imagens binarias, o nivel de cinza em imagens em tons de
cinza. Os elementos dessa matriz digital sdo chamados de elementos da imagem,
elementos da figura, “pixels” ou “pels”, estes dois ultimos, sdo abreviagdes de
“Picture elements” (elementos de figura).

Dessa forma, podemos representar uma imagem digital através de uma

matriz A de elementos a,, com m linhas e n colunas, em que cada elemento a,,

dessa matriz € um pixel da imagem digital onde x representa a linha e y a coluna,

assim:1<x<me 1<y<n.

a11 a12 es aln

a21 a22 en azn
foy)=A=|" "+

An1 Amz - Apn

A localizacao (x,y) do pixel ndo deve ser confundida com as coordenadas de
um mapa, por exemplo, que podem ser geograficas ou planas, enquanto que (x,y) é
uma referéncia do pixel em um grid, com x e y assumindo valores inteiros, ao tempo
gue, as coordenadas geograficas ou planas de um mapa € um par de valores reais

(X,Y) associados a um referencial. Desta forma, a “origem” mostrada na figura 1
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corresponde a primeira linha e a primeira coluna (elemento a,; de uma matriz A

representativa da imagem digital), ou seja, corresponde a localizacao (1,1) do pixel.

2.2 PASSOS FUNDAMENTAIS EM PROCESSAMENTO DE IMAGENS

O processamento de imagens digitais abrange ampla escala de hardware,
software e fundamentos tedricos. Neste trabalho, sera usado o software MATLAB,
gque mesmo sendo um software pago, é sem davida o mais utilizado no
processamento de imagens digitais e também possui um sistema operacional todo
fundamentado em matrizes, que é a ferramenta fundamental desse trabalho.

Nesta secdo apresenta-se 0S passoS necessarios para executar uma tarefa
de processamento de imagem.

O primeiro passo no processo € a aquisicdo da imagem, para fazer isso, dois
elementos sdo necessarios. O primeiro € um dispositivo fisico que seja sensivel a
uma banda do espectro de energia eletromagnética (como raios X, Ultravioleta,
visivel, ou banda infravermelha) e que produza um sinal elétrico de saida
proporcional a um nivel de energia percebida. O segundo, chamado de digitalizador,
€ um dispositivo para a conversdo da saida elétrica de um dispositivo de
sensoriamento fisico para a forma digital. Para isso, pode-se usar uma camera
digital.

O segundo passo, trata-se de pré-processar aquela imagem, melhorando-a
de forma a aumentar as chances para o sucesso dos processos seguintes. E a partir
deste momento que se faz necessério o uso de ferramentas, como um software, e
conhecimentos tedricos previamente adquiridos.

O proximo estagio trata-se da segmentacao, que definida em termos gerais, é
a divisdo de uma imagem de entrada em partes ou objetos constituintes.

A saida do estagio de segmentacdo € constituida tipicamente por dados na
forma de pixels (“‘raw pixel data”), correspondendo tanto a fronteira de uma regiéo
como a todos os pontos dentro dela. Em ambos 0s casos, é necessario converter 0s
dados para uma forma adequada ao processamento computacional.

A escolha de uma representagéo é apenas parte da solucédo para transformar
os dados iniciais numa forma adequada para o0 subsequente processamento
computacional, pois um meétodo para descrever os dados também deve ser
especificado, de forma que as caracteristicas de interesse sejam enfatizadas. O

processo de descricdo, também chamado de selecdo de caracteristica, procura
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extrair caracteristicas que resultem em alguma informacdo quantitativa de interesse
ou que sejam basicas para discriminagdo entre classes de objetos.

O ultimo estagio envolve reconhecimento e interpretacdo. Reconhecimento &
0 processo que atribui um rotulo a um objeto, baseado na informacéo fornecida pelo
seu descritor. A interpretacdo envolve a atribuicdo de significado a um conjunto de
objetos reconhecidos.

Figura 2 — Passos fundamentais em processamento de imagens

Froblema Aquisicdo Resultado

Pré. S tacs . Repres_en"tagéo Reconhecimento
|:> imadgeem :> processamento ) SEIMENtaca0 T ™ e descrigdo :>emterpretagéo ::>

A N (T

Base de conhecimento

Fonte: Adaptado de GONZALEZ e WOODS (2000)

2.3 UM MODELO SIMPLES DE IMAGEM

O termo imagem, como ja visto anteriormente, refere-se a uma funcdo de
intensidade luminosa bidimensional, denotada por f(x,y), em que o valor da
amplitude de f nas coordenadas espaciais (x,y) d4 a intensidade (brilho) da
imagem naquele ponto. Como a luz € uma forma de energia, f(x,y) deve ser uma
guantidade positiva e finita, ou seja,

0<f(x,y) <o

As imagens que as pessoas percebem em atividades visuais corriqueiras
consistem de luz refletida dos objetos. A natureza basica de f(x,y) pode ser
caracterizada por dois componentes: (1) a quantidade de luz incidindo na cena
observada e (2) a quantidade de luz refletida pelos objetos da cena. Esses
componentes sao chamados iluminacdo e reflectancia, respectivamente, e séo
representados por i(x,y) e r(x,y), onde o produto das funcdes i(x,y) e r(x,y)
resulta f(x, y):

fG,y) =i(x,y) r(x,y)

onde 0<i(x,y)<oo
e 0<r(xy) <1
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Esta Ultima equacdo indica que a reflectancia € limitada entre 0 (absorcao
total) e 1 (reflectancia total). A natureza de i(x,y) é determinada pela fonte de luz, e
r(x,y) € determinada pelas caracteristicas dos objetos observados.

Denomina-se intensidade luminosa de uma imagem monocromatica f nas
coordenadas (x,y), de nivel de cinza (I) da imagem naquele ponto, onde

Liin <1< Lax

Em teoria, a Unica limitacdo sobre L,,;, € que seja um valor positivo e sobre
Lnax € que seja finito. Na pratica Ly, = imin"min € Lmax = Imax méax-

O intervalo [Lyin Lmsx] € denominado escala de cinza. A pratica comum é
deslocar esse intervalo para [0,L], onde [ =0 é considerado preto e [ =L é
considerado branco. Todos os valores intermediarios sdo tons de cinza variando

continuamente entre o branco e o preto.

2.4 OS VIZINHOS DO PIXEL

Um pixel p nas coordenadas (x,y) possui quatro vizinhos horizontais e
verticais, cujas coordenadas sédo dadas por

(x+1,y),(x—-1y),y+1,xy—-1.

Esse conjunto de pixel chamado vizinhanga-de-4 de p, é representado por N,(p).
Cada pixel esta a uma unidade de distancia de (x,y), sendo que alguns dos vizinhos
de p ficardo fora da imagem digital se (x, y) estiver na borda da imagem.

Os quatro vizinhos diagonais de p possuem como coordenadas

x+1L,y+1),x+1,y—-1),(x—-1,y+1),(x—1,y—1)

e sao denotados por N,(p). Esses pontos, juntos com a vizinhanca-de-4, séo
chamados de vizinhanca-de-8 de p, representada por Ng(p). Como antes, alguns
dos pontos de N, (p) e Ng(p) cairdo fora da imagem quando (x,y) se encontrar na

borda da imagem.

2.5 OPERAGOES LOGICAS E ARITMETICAS

Sabe-se que apos uma imagem ter sido adquirida e digitalizada, ela pode ser
vista como uma matriz de inteiros e, portanto, pode ser manipulada numericamente
utilizando operacdes logicas e/ou aritméticas. Estas operacdes podem ser efetuadas
pixel a pixel ou orientadas a vizinhanca. No primeiro caso, elas podem ser descritas

pela seguinte notacéo:
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Xopn Y =7
onde X e Y podem ser imagens (matrizes) ou escalares, Z é obrigatoriamente uma
matriz e opn € um operador aritmético (+,—, X e +) ou logico (AND,OR,XOR)
binario.
Sejam duas imagens X e Y de igual tamanho. Estas imagens podem ser
processadas pixel a pixel utilizando um operador aritmético ou logico, produzindo
uma terceira imagem Z, cujos pixels correspondem ao resultado de X opn Y para

cada elemento de X e Y, conforme ilustra esquematicamente a figura 3.

Figura 3 — Operacg0es logicas/aritméticas pixel a pixel

opn

X Y Z

Fonte: MARQUES FILHO e VIEIRA NETO (1999)

2.5.1 Operacdes Aritméticas Pixel a Pixel

Operag0Oes aritméticas em imagens inteiras sdo desempenhadas pixel a pixel.
O principal uso da adicdo de imagens ocorre ao se fazer média de imagens para
reducdo de ruido. A subtracdo de imagens é uma ferramenta basica em imagens
médicas, usada para remover informacao estatica de fundo. Um dos principais uso
da multiplicagdo (ou divisdo) de imagens € para corrigir sombras de niveis de cinza
produzidas por nao-uniformidades da iluminacdo ou sensor utilizado para a
aguisicdo da imagem. Operacdes aritméticas envolvem apenas uma poSiGao
espacial de pixel por vez, de modo que elas passam a ser feitas “no local”, no
sentido que o resultado da operagdo aritmética feita na posicédo (x,y) pode ser
armazenada naquela mesma posicdo em uma das imagens existentes, visto que
essa posicao ndo mais sera visitada.

Essas operacgfes aritméticas entre pixels p e g sdo denotadas por:

Adicao: p +q
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Subtracédo: p —q
Multiplicac&o: p * g (também pg e p X q)
Divisdo: p + q

Ao executar operacfes aritméticas sobre imagens, deve-se tomar especial
cuidado com os problemas de underflow® ou overflow* do resultado. A adicdo de
duas imagens de 256 tons de cinza, por exemplo, pode resultar em um numero
maior que 255 para alguns pixels, ao mesmo tempo em gue a subtracdo de duas
imagens pode resultar em valores negativos para alguns elementos. Para contornar
estes problemas, existem basicamente duas alternativas: (1) manter os resultados
intermediarios em uma matriz na qual o espaco em memoria alocado para cada pixel
permita a representacdo de nimeros negativos e/ou maiores que 255 e em seguida
proceder a uma normalizacdo destes valores intermediarios; (2) truncar os valores
maiores que o maximo valor permitido, bem como os valores negativos, igualando-
os a 255 e 0, respectivamente. A decisdo depende do objetivo que se tem em mente
ao executar determinada operacdo. Efetivamente, a segunda alternativa é mais
simples que a primeira.

2.5.2 OperacgOes Logicas Pixel a Pixel

As principais operacdes logicas utilizadas em processamento de imagens sdo
E,OU e COMPLEMENTO, denotadas por:

E:pEq(p.q)
OU:pOUq(p+q)
COMPLEMENTO: Nio q (q)

Operacdes ldgicas podem ser efetuadas em imagens com qualquer niamero
de niveis de cinza, mas sdo mais bem compreendidas quando vistas em imagens
binarias. Sdo usadas para tarefas tais como mascaramento, deteccdo de
caracteristicas e andlise de forma. Como as operacdes logicas envolvem apenas
uma posicdo de pixel de cada vez, podem ser feitas no local, como no caso das
operacdes aritméticas.

2.5.3 Operacgdes Orientadas a Vizinhanca
Além do processamento pixel a pixel em imagens inteiras, operacdes légicas

e aritméticas sdo usadas em operacoes orientadas a vizinhanca. O processamento

A condicdo de underflow ocorre quando o valor atribuido a uma variavel € menor que o menor valor que o
tipo desta variavel consegue representar.

* Um overflow ocorre nos casos em que o valor que se tenha atribuido é maior que o maior valor que o tipo de
variavel é capaz de representar.
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7

da vizinhanga é tipicamente formulado num contexto das assim denominadas
operacdes por mascara. A ideia por tras das operagbes por mascara é modificar o
valor de um pixel em funcdo do seu préprio nivel de cinza e o de seus vizinhos.
Como, por exemplo, subtracdo de imagens, filtragem espacial e filtragem por

mediana.
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3 — PROCESSAMENTO DE IMAGEM DIGITAL NO MATLAB

Como ja visto no capitulo anterior, uma imagem digital pode ser representada
por uma matriz cujos elementos sdo os pixel's da imagem, viu-se também que o
MATLAB € um software muito utilizado no processamento de imagem digital, sendo
ele o programa usado neste trabalho para mostrar a aplicagdo do conhecimento de
matrizes no processamento de imagens digitais.

Para utilizar esse software € necessario primeiramente adquirir a licenca de
uso, a qual deve dar o direito ao pacote ou colecao de fun¢gdes chamadas IMAGE
PROCESSING TOOLBOX, que habilita o MATLAB a executar tarefas de
processamento de imagens tais como: registro de imagem, opera¢des morfolégicas,
filtragem, transformadas, andlise e realce de imagens. Em seguida, é preciso se
familiarizar com a linguagem e funcionamento dessa ferramenta matemética. Para
tanto, listar-se-d0 uma série de passos a serem dados durante o uso do software,
bem como algumas fungBes necessarias para a execucdo da sequéncia de aulas

propostas no proximo capitulo.

3.1 ESCREVENDO UMA MATRIZ NO MATLAB

Escrever uma matriz no software MATLAB é uma tarefa simples, uma vez que
basta vocé digitar uma letra mailscula, que representara a matriz, depois o sinal de
igualdade e logo em seguida abrir um colchete e digitar os elementos da primeira
linha da matriz, separando-os por um espac¢o simples. Ao terminar de digitar os
elementos da primeira linha usa-se o ponto e virgula, entdo, o software entende que
0s proximos valores digitados pertencem a préxima linha. Feito isto, digite os
elementos da segunda linha da matriz procedendo do mesmo modo que fez na
primeira linha e ao final novamente use ponto e virgula. Repita esse procedimento
até que todos os elementos da matriz tenham sido digitados, porém apd6s o ultimo
elemento da ultima linha ndo use a pontuacdo usada nas demais apenas feche o
colchete. Dando “enter” ao final desse procedimento o software apresentara para

VOCé a matriz.

3.2 REPRESENTACAO MATRICIAL DE UMA IMAGEM DIGITAL
Para uma imagem ser utilizada no MATLAB, é necessario estar salva em uma

pasta selecionada no subdiretério work do software. Esta imagem deve ser salva em
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um dos formatos compativeis ao MATLAB, como por exemplo: “jpg”, “gif” ou “tif".
Neste capitulo, serdo usadas as imagens “Pontanegra.jpg” e “pincel.jpg” para
exemplificar os comandos sugeridos a cada passo.

Para selecionar uma imagem pré-definida, usar-se os comandos imread e
imshow, porém é recomendado sempre zerar as variaveis e fechar as imagens em
janelas de figuras pré-existentes antes de comecar a executar uma sequéncia de
processamento de imagens. Para isto, usam-se 0s comandos clear, que zera as
variaveis, e o comando close all, que apaga qualquer janela gréfica do ambiente.

Digitando na janela de comandos do MATLAB,;

clear;
close all;
Ponta=imread ('Pontanegra.jpg') ;

imshow (Ponta)

Obtém-se:

Figura 4 — Imagem “Pontanegra.jpg”

Fonte: Do autor
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O comando imread faz a leitura da imagem “Pontanegra.jpg” e esta passa a
ser uma informacdo armazenada na forma de matriz, a qual foi atribuido o nome
matriz Ponta. Enquanto que o comando imshow, apresenta essa matriz na forma de
imagem colorida em uma janela grafica do ambiente.

O modelo de cores utilizado pelo MATLAB para a representacdo de uma
imagem colorida é denominado Sistema RGB que também é utilizado na reproducéo
de cores em dispositivos eletrbnicos como monitores de TV e computador,
"datashows", scanners e cameras digitais, assim como na fotografia tradicional.

No sistema RGB, cada cor € definida pela quantidade de vermelho (Red em
inglés), verde (Green em inglés) e azul (Blue em inglés) que a compdem, baseando-
se num sistema de coordenadas cartesianas. O subespaco de cores de interesse é
o cubo mostrado na figura 5, no qual os valores RGB estdo nos trés vértices
localizados sobre 0s eixos; ciano, magenta e amarelo estdo nos outros trés vértices;

preto esta na origem e branco no vértice mais distante da origem.

Figura 5 — Cubo de cores RGB

iB

Azul Ciano

Magenta

Branco

Preto

Verde G

Vermelho Amarelo

Fonte: Do autor



24

Neste modelo, as cores sdo pontos sobre ou dentro do cubo, definidas por
vetores estendendo-se a partir da origem, ou seja, cada cor é identificada por uma
tripla ordenada (R, G, B) de numeros inteiros. Em muitos arquivos digitais atuais
usam-se nameros inteiros entre 0 e 255 para especificar estas quantidades, com o
namero 0 indicando auséncia de intensidade e o numero 255 indicando intensidade
méaxima, assim, teremos: 0 < R <255, 0 < G <255 e 0 < B < 255. Tratando-se assim
de uma imagem com resolucéo radiométrica® de 8 digitos binarios (8 bits), contendo
2% ou 256 niveis de cinza em cada uma das bandas R, G e B.

Observe no quadro 1, a seguir, alguns exemplos de cores nesse sistema.

Quadro 1 — Exemplos de Cores no RGB

Nome Cor (R, G, B)
Amarelo (255, 255, 0)
Azul - (0, 0, 255)
Branco (255, 255, 255)
Ciano (0, 255, 255)
Cinza (128, 128, 128)
Magenta escuro (139, 0, 139)
Preto 0,0,0)
Verde (0, 255, 0)
Vermelho (255, 0, 0)

Fonte: http://www.uff.br/cdme/matrix/matrix-
html/matrix_color_cube/matrix_color_cube_br.html

As imagens digitais coloridas, neste sistema sao representadas por um
conjunto de trés matrizes: A matriz R que especifica a quantidade de vermelho, a
matriz G que especifica a quantidade de verde e a matriz B que especifica a

guantidade de azul. Assim 0s elementos destas matrizes sdo numeros inteiros entre

5 ~ . sas , , s . .. . . s
A resolucdo radiométrica é dada pelo nimero de digitos binarios (bits), representando a quantidade de niveis
de cinza usados para expressar os dados coletados pelo sensor. O valor em bits é sempre uma poténcia de 2,
. . ~ . 8 , . .
assim, uma imagem com resolugdo 8 bits corresponde a 2" niveis de cinza.
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0 e 255 e eles determinam a intensidade do pixel referente a cor da matriz. Desta
forma, no sistema RGB, é possivel representar 256° = 16777216 cores diferentes.
Para serem observadas as trés componentes de uma imagem no formato

RGB, pode-se usar 0s seguintes comandos:

clear;

close all;
Pinc=imread('pincel.jpg"') ;
subplot(2,2,1) ;

imshow (Pinc) ;
subplot(2,2,2);

imshow (Pinc(:,:,1));
subplot(2,2,3);

imshow (Pinc(:,:,2));
subplot(2,2,4);

imshow (Pinc(:, :,3)

Nestes comandos, a matriz “Pinc (;, :, 1)” refere-se a componente R (red), a
matriz “Pinc (:, :, 2)” refere-se a componente G (green) e a matriz “Pinc (:, :, 3)”
refere-se a componente B (blue) da imagem “pincel.jpg”.

O comando subplot(m, n, p) divide a janela grafica em vérias subjanelas, onde
m indica o numero de grafico por linhas, n o numero de graficos por coluna e p a

subjanela a ser ativada. Efetuado este comando no MATLAB, obtém-se a figura 6:

Figura 6 — Componentes da imagem “pincel.jpg” no formato RGB

288 =as

Imagem colorida Banda R

Banda & Banda B
Fonte: Adaptado de Kovalchuk Oleksandr
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3.3 IMAGEM EM TONS DE CINZA
Para uma observacdo mais detalhada de uma das componentes de uma

imagem digital, pode-se digitar na janela de comandos do MATLAB o comando:

Ponta = imread (‘Pontanegra.jpg’)

imshow (Ponta(:,:,1))

E assim, sera apresentada a componente R, da imagem “pontanegra.jpg’.
Observe a figura 7:

Figura 7 — Imagem em tons de cinza

Fonte: Do autor

Esta imagem mostrada trata-se de uma imagem monocromatica, em que a
intensidade luminosa varia desde o preto, que representa a auséncia total de
intensidade luminosa, ao branco que representa a intensidade luminosa maxima.

A representacdo matricial de uma imagem digital em niveis de cinza é
composta por numeros inteiros que representam o nivel da intensidade luminosa de
cada pixel, sendo que, em teoria, a Unica restricdo para a representacdo da
intensidade luminosa minima é que seja um valor positivo ou ainda nulo e sobre a
intensidade luminosa maxima € que seja um valor finito. A maioria dos arquivos

digitais atuais usa o niumero 0 para indicar a auséncia total de intensidade luminosa
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(cor preta) e o numero 255 para indicar a intensidade méxima (cor branca),
totalizando entéo, 256 tons distintos de cinza (imagem de 8 bits).

Usando agora o comando;
Ponta(1:10, 1:10, 1)

Vé-se uma parte da codificagdo desses niveis, ou seja, os pixel's das dez

primeiras linhas até a décima coluna. Observe:

ans =
161 161 163 163 163 163 163 164 162 162
158 159 161 161 163 163 164 164 162 162
157 158 160 161 163 163 164 164 162 161
157 157 159 159 160 161 163 163 162 161
157 158 159 159 160 160 163 163 161 161
158 158 159 160 160 163 163 163 161 161
159 160 160 161 163 163 164 164 163 164
160 160 161 161 163 163 164 164 164 164
159 159 160 160 160 160 161 161 162 162
159 159 160 160 160 160 161 162 162 162

Agora veja 0 comando abaixo:

size (Ponta)

O comando size(Ponta) da o numero de linhas e o nimero de colunas da
matriz Ponta, além de uma terceira coordenada que informa o nimero de dimensdes
da imagem

>> size (Ponta)

ans =

3456 4608 3

Esse resultado mostra que a imagem ‘Ponta negra.jpg’ é constituida de 3456
linhas e 4608 colunas, totalizando 15925248 pixel’s. Além disso, o0 numero 3 indica
gque a imagem € composta por trés dimensdes, esse formato de gravacdo € na

verdade uma composic¢ao colorida indicada pelo indice “3” (formato RGB).
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3.4 BINARIZAQAO DE IMAGENS DIGITAIS

Uma imagem binaria é uma transformacéo do tipo
BIN: (x,y) - [0,1], (x,y) € Z?, que permite associar cada par de inteiros (x,y) a um
anico elemento natural pertencente ao intervalo [0,1]. Em outras palavras, séo
imagens digitais que usam apenas as cores preta e branca e sua representacao
matricial € composta apenas por elementos 0 e 1, onde o nimero O indica a cor
preta e o niumero 1 indica a cor branca.

Para binarizar a imagem “Pontanegra.jpg”, aqui sera usado o método da

limiarizac&o® da imagem. Para isto, serdo necessarios os comandos:

clear;
close all;

Ponta = imread(‘pontanegra.jpg’);

R = Ponta (:, :, 1);
G = Ponta (:, :, 2);
B = Ponta (:, :, 3);

figure (1); subplot (2, 2, 1); imshow (Ponta); subplot (2, 2, 2);
imshow (R); subplot (2, 2, 3); imshow(G); subplot (2, 2, 4);
imshow (B);

figure (2); imhist (R);

[m, n] = size (R); limiar = 100;

1:m

For i
For j = 1:n

If R(i, j) > = limiar
Rb(i, j) = 1;

Else Rb (i, j) = 0;
End

End

End

Figure (3); imshow (Rb)

Assim, obtém-se a figura 8:

® Trata-se do particionamento do histograma da imagem por um limiar Unico f(x,y) = T, com o objetivo de
tornar evidente ou explicito agrupamentos de pixel's contiguos que possuam caracteristicas semelhantes.
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Figura 8 — Imagem Pontanegra.jpg nas bandas R, G e B

Imagem Pontanegra.jpg Banda R
Banda G Banda B

Fonte: do autor

Neste roteiro, novos comandos aparecem, como por exemplo: figure, este
comando serve para dar um titulo a janela grafica onde a imagem é mostrada, algo
de muita valia quando trabalha-se com um namero grande de imagens; e também o
comando imhist, que serve para exibir o histograma dos dados da imagem.

O histograma de uma imagem digital com niveis de cinza no intervalo [0, 255]

k

7z ~ . n , o , . -
€ uma funcado discreta p(ry) =—, emaquer€o k-ésimo nivel de cinza, n;, € 0

numero de pixel’'s na imagem com esse nivel de cinza, n € o numero total de pixel’s
na imagem e k =1, 2,--+,255. Grosseiramente falando, p(r;) d4 uma estimativa da
probabilidade de ocorréncia do nivel de cinza r,. Um gréfico dessa funcdo para
todos os valores de k fornece uma descricdo global da aparéncia de uma imagem.
Atraves deste histograma é que escolhe-se o limiar para a binarizacdo. Note que, na
imagem R, a maior concentragdo de tons escuros esta em valores inferiores a 100;
logo, para se destacar a ponta negra da imagem, usa-se como limiar o nimero 100.
Observe a figura 9:
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Figura 9 — Histograma da imagem Pontanegra jpg

%10

251

1

(1

1 1
0 50 100 150 200 250

Fonte: Do autor

Nas dez ultimas linhas de comando, tém-se 0os comandos necessarios para a
binarizacdo da imagem R, sendo [m,n], a matriz com o0 mesmo nimero de linhas e
colunas que a matriz R, onde m representa 0 niumero de linhas e n 0 nimero de
colunas.

Os comandos:

1:m

For i

1:n

For j
If R(i, j) > = limiar
Rb(i, j) = 1;

Else Rb (i, j) = 0;
End

End

End

Indicam que o elemento da matriz Rb serd 1 se o elemento correspondente
da matriz R for maior ou igual a 100 e que o elemento da matriz Rb sera 0 se o
elemento correspondente da matriz R for menor que 100. Observe a figura 10, que

mostra a imagem “Pontanegra.jpg” na forma binarizada.
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Figura 10 — Imagem Pontanegra.jpg binarizada

PONTA NEGRA

ASTT
Fonte: Do autor

Nesta imagem, os elementos da matriz caracteristica sdo apenas O’'s e 1’s.

Observe os pixel's das linhas 200 a 204 e colunas 200 a 210, usando o comando:

Rb(200:204, 200:210)

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Observe agora os pixel's das linhas 3452 a 3456 e colunas 1 a 10, usando o

comando:
Rb (3452:3456, 1:10)
O 0 0 0 0O 0O 0 O 0 o
O 0 0 0O 0O 0O 0 O o0 o
O 0 0 0O 0O O OO 0O O
O 0 0 O 0O O OO 0O O
O 0 0 0 0O 0O 0 0 0 o

O recurso de binarizacdo de uma imagem esta associado, no Processamento

de imagens, a atividades como realce de uma determinada regido, detec¢cdo de
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bordas, além de outros. No entanto, este trabalho detém-se apenas a representacao

matricial dessa imagem.

3.5 AJUSTE DE CONTRASTE

Este recurso do processamento de imagem digital € usado para realgar uma
determinada caracteristica ou caracteristicas da imagem que, devido a um baixo
contraste, ha dificuldade para ser identificada.

A funcéo utilizada nesse recurso de melhoramento da imagem digital é o
comando histeq, que melhora o contraste de imagens através da transformacéo dos
valores dos niveis de cinza da imagem. Este recurso melhora o contraste da imagem
usando equalizacdo de histograma.

Equalizar o histograma significa obter a maxima variancia do histograma de
uma imagem, obtendo assim uma imagem com melhor contraste. O contraste € uma
medida qualitativa e que esta relacionada com a distribuicdo dos tons de cinza em
uma imagem.

Para ajustar o contraste da imagem “Pontanegra.jpg”, foram usados os

seguintes comandos:

clear all;
close all;

A = imread ('Pontanegra.jpg');

Al= histeq(A(:,:,1));
A2= histeq(A(:,:,2));
A3= histeq(A(:,:,3));
Ponta(:,:,1)=Al;
Ponta(:,:,2)=A2;
Ponta(:,:,3)=A3;

subplot(1,2,1) ;imshow(A) ; subplot(1l,2,2); imshow (Ponta)

Obtendo, assim:
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Figura 11 — Ajuste de contraste

Imagem com Ajuste de Contraste

Imagem Original

Fonte: do autor

Comparando as imagens € possivel distinguir, perfeitamente, o encontro das aguas

dos rios Amazonas e Tapajos.
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4 — PROPOSTA DE SEQUENCIA DE AULAS

4.1 ASPECTOS GERAIS

O processo ensino-aprendizagem nao se baseia apenas em propor ao aluno
contetdos prontos, mas também busca de métodos de envolvé-lo de forma mais
concreta no processo por descoberta propria, compreendendo as ideias basicas no
desenvolvimento e organizacdo do conteudo.

Desta forma, para se definir um conjunto de atividades ligadas entre si,
planejadas para ensinar um conteudo, etapa por etapa, organizadas de acordo com
0s objetivos que o professor quer alcancar para aprendizagem de seus alunos e
envolvendo atividades de avaliacdo, pesquisadores tem proposto um novo termo em
educacdo que € a sequéncia didatica, definida por ZABALA (1998, p.18) como “um
conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacao de
certos objetivos educacionais, que tem um principio e um fim conhecidos tanto pelo
professor como pelos alunos”.

Para haver a sequéncia didatica € necessario apresentar ao aluno atividades
praticas, ludicas com material concreto e diferenciado apresentando desafios cada
vez maiores aos alunos permitindo a constru¢do do conhecimento. Para tanto, é
necessario efetuar um levantamento prévio dos conhecimentos dos alunos e, a partir
deles, planejar uma variedade de aulas com desafios e/ou problemas diferenciados.

No entanto, relacionar conteudos ensinados em sala de aula ao cotidiano dos
alunos nao é tarefa facil, sobretudo quando se busca compreender o fendbmeno
educativo de forma mais ampla e a realidade dos educandos, uma vez que,
dependendo da regido do Pais onde se leciona ou mesmo do bairro da cidade onde
esté localizada a escola em que se trabalha, a realidade varia bastante.

Contudo, independente do estado, cidade ou bairro, os alunos tem cada vez
mais acesso ao “mundo digital”’, através da internet, quando entra em contato com:
pesquisas para a escola, jogos eletrénicos e redes de relacionamento.

Implantar o computador na educacdo ndo € tarefa facil, visto que, é
necessario que sua utilizacdo seja de forma critica e esteja voltada para fins
pedagogicos. Para isso, € preciso que o professor esteja capacitado para usar o

computador como recurso educacional.
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Para que as tecnologias de informagdo e comunicacdo possam trazer
alteracdes no processo educativo, elas precisam ser compreendidas e
incorporadas pedagogicamente. Isso significa que é preciso respeitar as
especificidades do ensino e da prépria tecnologia para poder garantir que o

seu uso, realmente, faca diferenca. (KENSKI, 2007, p.46)

Neste sentido, este capitulo propde uma sequéncia didatica a ser
desenvolvida, em laboratorio de informatica, por professores e alunos do ensino
meédio, independente das atividades desenvolvidas em sala de aula, porém, nao
deixando de usar exercicios, a cargo do professor da turma, a serem manualmente
desenvolvidos para fixacdo das definicdes vistas e aquisicdo de habilidades de
execucao das operacoes.

Esta sequéncia de aulas tem como principal objetivo transmitir ao professor
e ao aluno do ensino médio a rigueza de um conteudo vasto, atual e que envolve o
conhecimento de matrizes, assunto pouco explorado no que diz respeito as suas
aplicacdes, promovendo aprendizado através de situacBes-problema, mostrando
como este conteldo se insere nas questdes do nosso cotidiano além de melhorar a
percepcdo do aluno e estimular a busca por novos caminhos para se ensinar o
conteddo matrizes.

Para a execucao da sequéncia de aulas sugeridas, faz-se necessario que 0s
seguintes pré-requisitos sejam apresentados:

a) Os alunos precisam ter dominio sobre as operacdes: adicdo, subtracao,
multiplicacéo e divisdo de nimeros reais.

b) Um laboratério de informatica equipado com pelo menos um computador para
cada dois alunos.

c) Um computador para uso exclusivo do professor conectado a um projetor
multimidia.

d) A aquisicdo da licenca de uso do Software MATLAB com pacote IMAGE
PROCESSING TOOLBOX.

e) O professor precisa dominar, pelo menos, as fun¢des do Software mostradas no
capitulo anterior.

f) Cada aula com duragéo de 80 a 90 minutos.
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4.2 Sequéncia didatica

As atividades aqui propostas visam a atender as perspectivas de ZABALA
(1998) quando defende o pensar na configuracdo de uma sequéncia didatica como
um dos caminhos mais acertados para melhorar a pratica educativa. Além disso,
consideram os parametros estabelecidos pelo projeto Klein de Matemética em
Lingua Portuguesa, que tem como objetivo principal, segundo o site
Klein.sbm.org.br, relacionar uma visdo ampla da area da Matematica com conteudos
e suas abordagens no ensino meédio e na graduacdo universitaria, produzindo
recursos para fornecer continuamente aos professores de matematica a estrutura, a
profundidade, a conexao, a vitalidade, a aplicabilidade, a beleza e os valores da
disciplina.

Uma amostra desses recursos é o artigo de Dirce Pesco e Humberto
Bortolossi intitulado Matrizes e Imagens Digitais, que motivou este trabalho
apresentando parametros elementares na aplicagdo de matrizes no processamento
de imagens digitais, que aqui serdo complementados.

Para a aplicacdo desta sequéncia didatica sdo necessarias sete aulas no
laboratério de informatica, ao final das quais, espera-se que os alunos tenham as
definicbes claramente entendidas, sabendo utiliza-las para a interpretacdo de
situagdes-problema envolvendo o tema matrizes de forma a situar propriedades e
caracteristicas, mostrando dominio na execucao correta dos calculos manuais e com

uso do software.

AULA 1 - DEFINIQAO DE MATRIZES
DefinicAo de Matrizes: Sejam m>1 e n > 1 dois ndmeros inteiros. Uma
matriz A, m X n, real € uma dupla sequéncia de numeros reais, distribuidos em m

linhas e n colunas, formando uma tabela que se indica do seguinte modo.

a1 Qg2 0 Qqp

a a ea
A=| 72 vz T

Am1 Amz " Amn

Abreviadamente, essa matriz pode ser expressa por A = a;;.

Apos ter definido matriz, esta aula devera prosseguir com atividades de

familiarizagdo com a linguagem usual do software, além de atividades simples como
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escrever matrizes distintas, usando-as para exemplificar os diferentes tipos como:
matriz quadrada, matriz retangular, matriz linha, matriz coluna, matriz nula, matriz
triangular e matriz diagonal. Além de adiciona-las, subtrai-las, multiplicar por um
escalar, calcular a transposta e multiplica-las.

Recomenda-se ainda que, por enquanto, ndo sejam definidas para os alunos
as operacdes entre matrizes e as suas condicbes de existéncia, deixando o
educando meditar sobre as possiveis razdes para as operacdes ndo terem dado

certo.

Aula 2 — Adicao e Subtracédo de Matrizes

Aqui mostram-se as definicbes de adicdo e subtracdo de matrizes,
destacando as condi¢cBes para que tais operacdes sejam possiveis, exemplificando
através de imagens digitais e mostrando aplicagcbes dessas operagbes no
processamento de uma imagem digital.

Use a seguinte sequéncia:
a) Adicao de matrizes

Dadas duas matrizes A = (a;;) e B = (b;;), necessariamente do mesmo tipo,
ou seja, com 0 mesmo numero de linhas e colunas, define-se a adicdo dessas
matrizes, como sendo a matriz C = (ci]-) ,do mesmo tipo de A e B, tal que, cada
elemento de C é igual a soma dos elementos correspondentes de A e B.

No exemplo a seguir, usa-se a adicdo entre duas imagens distintas A e B,
porém de mesma dimensao, obtendo como resultado uma terceira imagem C que

possui caracteristicas presentes em A e B.

Figura 12 — Adicdo de imagens

-Q-°

Fonte: Do autor
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MULLER e DARONCO (2000) usam no trabalho de pés-graduacio, intitulado
Operacdes Aritméticas em Imagens, a adicdo de imagens para retirar ruidos de uma
imagem, através da média aritmética entre imagens similares de um mesmo objeto,
porém com ruidos distintos.

Neste momento, proponha aos alunos alguns exercicios para a verificacao
das propriedades da adicdo de matrizes, manualmente e com o uso do software.

Propriedadesl:

Sendo A4, B, C e 0 matrizes do mesmo tipo valem as seguintes propriedades:
(i) Associativa: A+ (B+C) =(A+B) + C;

(i) Comutativa: A+ B =B + A;
(i) Elemento Neutro: A + 0 = 4;

(Demonstracdo no apéndice A).

b) Subtracdo de matrizes

Dadas duas matrizes F = (f;;) e H = (h;;), necessariamente do mesmo tipo,
ou seja, com o mesmo numero de linhas e colunas, define-se a subtracdo dessas
matrizes, como sendo a matriz G = (gij) ,do mesmo tipo de F e H, tal que, cada

elemento de G € igual a diferenca entre os elementos correspondentes de F e H.

c) Aplicag&o no processamento de imagens digitais

A diferenca entre duas imagens f(x,y) e h(x,y), expressa como

9(x,y) = f(x,y) — h(x,y)

E obtida através da diferenca entre todos os pares de pixel’s correspondentes

de f e h, ou seja, trata-se de uma subtragdo de matrizes:
G=F—-H

Sendo F, G e H matrizes do mesmo tipo, ou seja, com 0 mesmo numero de
linhas e colunas, e representam respectivamente as imagens, f(x,y), g(x,y) e
h(x,y).

No exemplo abaixo, a imagem h(x,y) é imagem inicial do objeto, por assim
dizer, aqui definida como méscara, a imagem f(x,y) € uma imagem do mesmo
objeto, porém com alguns pixels distintos de h(x,y) e a imagem g(x,y) é a imagem

formada apenas pelas regides distintas entre f(x,y) e h(x,y).
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Figura 13 — Subtracao de imagens

H

Fonte: Do autor

A subtracdo de imagens tem diversas aplicagbes importantes em
segmentacdo e realce de imagens. Um exemplo, é o usado por Gonzalez (2000) no
gual é mostrada uma aplicacdo para realcar uma imagem na area médica chamada
radiografia em modo mascara. Nesse caso h(x,y), a mascara, € uma imagem de
raio-X de uma regidao do corpo do paciente, a imagem f(x,y) € uma amostra de
imagem similar a h(x,y), mas adquirida apés a injecdo de um corante na corrente
sanguinea. A imagem resultante g(x,y) da subtracdo, € apenas as areas que sao

distintas entre f(x,y) e h(x, y) em detalhes real¢ados.

Aula 3 — Exercitando as operacoes ja aprendidas

Para esta aula sera necessario que os alunos tragam de casa algumas
imagens digitais e o professor deverd orienta-los a salvar em uma determinada
pasta previamente criada pelo educador, que deve deixar seus alunos exercitando
as operacOes aprendidas na aula anterior e sempre observando e auxiliando as
davidas dos alunos. Depois, deve pedir que cada um reflita sobre os resultados
obtidos (imagina-se que muitos resultados estranhos aparecerao nesse momento).

Em seguida, peca para que eles tentem reproduzir ou, de preferéncia,
produzir novos exemplos como os apresentados na aula anterior. Para isso, sera

necessario usar um software complementar, como por exemplo, o Paint.
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Aula 4 - Transposigéo de Matrizes

Inicie esta aula retomando a atividade proposta no final da aula anterior,
verificando se todos conseguiram desenvolvé-la e mostrando alguns exemplos feitos
pelos alunos destacando os acertos e corrigindo possiveis erros. Para concluir a
aula defina matriz transposta, use exemplos envolvendo imagens digitais, como o
proposto nesta sessao e, em seguida, deixe os alunos aplicarem a transposicao de
matrizes a algumas imagens e usarem exemplos numéricos para verificacdo das
propriedades da transposicdo de matrizes, sempre acompanhando os resultados
obtidos.

Matriz transposta

Dada uma matriz A= (a;) . pode-se obter outra matriz A" = (b;)

cujas linhas séo as colunas de 4, isto &, b;; = a;;. A" é denominada transposta de A.

Em processamento de imagens coloridas, € necesséario definir a transposta

para cada uma das bandas R, G e B das imagens.

Figura 14 — Transposicdo de imagem

A

Fonte: do autor

Na imagem acima, B € a matriz transposta de A.
A operacao de transposi¢cao em matrizes verifica as seguintes propriedades:
Propriedades 2:

(i) (4A+ B)T = AT + BT,

(i) (AN = 4;

(iii) (oc A)T = AT (x escalar);

(iv) (AB)T = BTAT.

(Demonstracdo no apéndice A).
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Aula 5 — Produto por Escalar

Nesta aula, defina o produto de uma matriz por um escalar e mostre um
exemplo no MATLAB de uma matriz numérica, evidenciando o que acontece com
seus elementos quando multiplicada por um escalar e explicando o significado
dessas alteracdes em se tratando de uma imagem digital. Em seguida exemplifique
seus comentarios usando exemplos aplicados a imagens digitais, como 0s propostos
nesta sessao.
Produto de uma matriz por um escalar

Dada uma matriz real 4 = (a;;), m X n, e dado um numero real o, o produto

de o por A é a matriz real m x n dada por:

aa11 aa12 aaln

aa aa o aa
ad =| 2 TR T

Ay, AQyp 0 AQyp

Exemplo 1: Dada uma imagem A, multiplicando-a pelos numeros reais 3 e 0,5

obtém-se as respectivas imagens B = 34 e C = 0,5A.

Figura 15 — Produto de uma imagem por um escalar
B

Fonte: Do autor

O produto de uma imagem por um escalar, permite realcar as diferencas entre
imagens com niveis de intensidades diferentes.

Neste momento proponha aos alunos alguns exercicios para a verificagdo das
propriedades da multiplicagéo por escalar, manualmente resolvidos e com o uso do

software.



42

Propriedades 3:
Para o produto de uma matriz por um escalar, valem as seguintes
propriedades:
(i) (< YA =oc (BA);
(i) (< +B)A = aA + BA;
(i) x (A + B) =x A+« B;
(iv) 14 = 4;
quaisquer gue sejam as matrizes A e B e quaisquer que sejam 0S nUmeros reais « e
B.

(Demonstracdo no apéndice A).

Exemplo 2: Se calculada a média aritmética das imagens D, E e F que séo
imagens de um mesmo objeto, porém em cores de predominancia vermelha, verde e

azul, respectivamente, obtém-se uma imagem em tons de cinza, observe.

Figura 16 — Média Aritmética de imagens

(bbb

Fonte: Adaptado de Kovalchuk Oleksandr

Exemplo 3: Usando multiplicacdo de uma matriz por um escalar e também a
adicdo de matrizes, é possivel criar um efeito de transicdo de imagem. Para tanto,
necessita-se de duas imagens coloridas representadas pelas matrizes L e K.

Definindo a matriz:

M(x)=(1-x).L+x.K,comx € [0,1].
(note que, como as imagens tomadas sao coloridas, é necessario definir M(x) para
cada uma das bandas R, G e B das imagens L e K).

Obtém-se:
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Figura 17 — Transi¢ado de imagens

Fonte: Do autor

Onde M(0) é a imagem L, M(0,25), M(0,4), M(0,5), M(0,75) sdo uma mistura
dos pixels de L e de K e, M(1) é a imagem K.

Outro exemplo envolvendo o conhecimento de matrizes € o realce de
imagens, que consiste em processa-la de modo que o resultado seja mais
apropriado para uma aplicacéo especifica do que a imagem original. Mostra-se aqui
uma técnica de realce de imagem chamada de filtragem por mediana. Trata-se de
uma técnica para remocédo de ruidos, que muitas vezes contaminam a imagem no
momento da aquisi¢cdo ou transmissdo dela, através da substituicdo do nivel de
cinza de cada pixel pela mediana dos niveis de cinza na vizinhanca daquele pixel.

Para calcular a filtragem por mediana em uma vizinhanga de um pixel,
primeiramente selecionam-se os valores do pixel e os de seus vizinhos, determina-
se a mediana, e atribui-se este valor ao pixel. Por exemplo, em uma vizinhanca
3 X 3, a mediana é o 5° maior valor.

Observe o resultado da aplicacdo dessa técnica para uma vizinhanca 3 x 3,

aplicada a uma imagem com ruido.
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Figura 18 — Filtragem de imagens

Imagem com ruido Imagem com o filtro da mediana

Fonte: Do autor

Aula 6 — Multiplicacdo de matrizes

Inicie esta aula definindo a multiplicacdo de matrizes e evidenciando as
condi¢cbes de existéncia do produto entre duas matrizes quaisquer, use o software
para resolver exemplos numeéricos, porém, mais uma vez ressalta-se a importancia
de se resolver manualmente uma série de exercicios, podendo ser proposto aos
alunos a verificacdo das propriedades da multiplicagédo de matrizes.

Multiplicagéo de matrizes

Considere a matriz A = (a;;) de tipo m x n e a matriz B = (b;;) de tipo n X p.

O produto A - B (também indicada por AB) € a matriz m X p cujo termo geral é dado

n
Cik = Z a;j * bjx
=1

por:

Propriedades 4:
Desde que satisfeitas as condicfes de existéncia das somas e produtos a

multiplicacdo de matrizes satisfaz as seguintes propriedades:

() (AB)C = A(BC) (lei associativa)
(i A(BB+C) = AB + AC (lei distributiva a esquerda)
(i) (B+C)A=BA+CA (lei distributiva a direita)

(iv) « (AB) = (x A)B = A(x B) (x escalar)

(Demonstracao no apéndice A)
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Aula 7 — Matriz inversa

Inicie esta aula com a definicdo de matriz inversa, em seguida use exemplos
de matrizes que possuem inversa e matrizes que ndo possuem. Para estes céalculos
recomenda-se 0 uso do software por se tratarem de célculos trabalhosos demais
para matrizes com mais de trés linhas e trés colunas. Em seguida, mostre a
aplicacéo no processamento de imagem digital dos conteudos visto nesta e na aula
anterior e use o tempo restante para exercicios manuais.

A inversa de uma matriz

Se A é uma matriz quadrada n x n, pode existir outra matriz B, quadrada
n X n, tal que

AB=1 e BA=1
onde I € a matriz identidade n X n, cujos elementos séo iguais a 0, se i # j, e iguais
al sei=j,coml<i<nel<j<n. Neste caso diz-se que 4 é inversivel e que
B € uma matriz inversa de A. Se C fosse outra inversa de A, teria-se
C=CIl=C(AB) = (CA)B =1B =B. Assim, quando A é inversivel, sua inversa é
Unica e denotada por A~1, de modo que
AATY =1 e AT1A=1

Uma aplicagdo para multiplicacdo de matrizes, matriz transposta e matriz
inversa pode ser exemplificada através da decomposicdo em valores singulares
(DVS), que consiste em escrever uma matriz 4,,x, como o produto de trés matrizes:
(veja o apéndice B).

Apxn = meSanVTan
onde U e V séo matrizes ortogonais e S € uma matriz cujos elementos s;; séo iguais
azeroparai#jes;q =Sy, = =S, =0, com k = min{m,n}.

Uma das aplicacbes dessa decomposicdo DVS, usada por Dirce Pesco e
Humberto Bortolossi no artigo Matrizes e Imagens Digitais, consiste na reducédo de
informacgdes (pixel's) a serem transmitidas de um satélite em 6rbita para um
laboratério na terra.

Suponha que a matriz A seja uma imagem em tons de cinza, de tamanho
4000 por 4000 (imagem com resolucdo 16 megapixels), que deve ser transmitida do
satélite para o laboratério na Terra. Em principio o satélite teria que enviar dezesseis
milhdes de numeros. Como, tipicamente, apenas 0s primeiros elementos s; da

matriz S da decomposi¢cdo DVS de A séo significantes (os demais sdo “pequenos”),
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basta entdo que o satélite envie, as 20 primeiras colunas de U e de V e os 20

primeiros numeros s;;, totalizando apenas 20.4000 + 20.400 + 20 = 320020 numeros

a serem enviados. Ao receber estes dados, o laboratério na terra calcula a matriz
S1aU V71 + 52UV + o+ S50 20Uz0V 20

que dara a aproximacao da imagem original.

Avaliacéo

A avaliacdo devera ser composta de duas partes. A primeira qualitativa,
realizada durante todo o processo e levando-se em consideracdo 0s seguintes
requisitos:
a) Percepcao de equivocos que levem a possiveis falhas nas operacoées.
b) Execucéo das atividades propostas no MATLAB.
c) Compreenséao das defini¢des.
d) Compreensdo das propriedades e percep¢cdo da aplicacdo das mesmas na
resolucao de problemas.

A segunda parte desta avaliacdo serd de carater quantitativo, onde o
professor verificara as habilidades e a execucdo correta das operacbes entre
matrizes realizadas manualmente. Fica a critério do Educador a selecéo de questbes

para compor esta segunda parte da avaliagao.
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5 - CONSIDERACOES FINAIS

A busca por novos métodos de se ensinar Matematica tem sido assunto de
muita discussao entre professores e pesquisadores de todo o mundo. Este trabalho
veio mostrar, o estudo de matrizes através de uma aplicagdo préatica, moderna e de
interesse da juventude que € o processamento de imagens digitais, mostrando ao
professor a necessidade de se buscar, conhecer e estar consciente de que a adocao
de tecnologias da informacdo na area educacional, além de uma sequéncia de
atividades bem elaboradas e atuais tem reflexos positivos na sua pratica docente e
nos processos de aprendizagem conduzindo para a apropriagdo do conhecimento.
Ressalta, ainda, como o0 uso de tecnologias, como imagens digitais e softwares,
podem levar os educandos a alterarem a forma de agir, pensar e questionar, desde
que usados como aparatos pedagdgicos para a execucdo de uma sequéncia
didatica cuidadosamente elaborada, visando atingir objetivos concretos como
estabelecido neste trabalho.

Em outras palavras, este trabalho, mostra que € possivel dinamizar o
aprendizado de forma articulada, visto que os alunos séo levados de uma maneira
rapida a tentar coisas diferentes, a novas descobertas, a observar propriedades, a
testar parametros, a investigar o conteudo ministrado pelo professor de maneira
diferente da qual estdo habituados, uma vez que o uso de softwares ajuda a realizar
com maior rapidez os calculos, de modo que se resolve um maior nimero de
questdes distintas em um menor intervalo de tempo.

E notavel que muitos professores do ensino médio, tem medo de usar tais
inovacdes em suas aulas e correr o risco de nao agradar o publico ficando em uma
situacdao dificil diante da turma; no entanto, pensar desta forma ndo ajudard em nada
nesta luta continua de tornar o ensino/aprendizado de Matematica algo agradavel
tanto para quem “ensina” quanto para quem aprende.

Desta forma, este trabalho deve servir de estimulo para professores e alunos,
dando suporte para argumentacfes teodricas sobre o conteddo matrizes e sua
aplicacéo no processamento de imagens digitais, e ainda mostrar que é necessario
investir na formagéao e qualificacdo do professor do ensino médio de uma forma mais
sistematizada e articulada, associando as inovagdes tecnoldgicas com a prética

realizada em sala de aula.
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APENDICE A: Demonstracdes das propriedades de operacdes entre matrizes.

PROPRIEDADE!1.:
(i) Associativa: A+ (B+C) =(A+B) + C;

Sejam A = (a;;), B = (b;j) e C = (c;;) matrizes do mesmo tipo, entdo:
A+ B +0) = ((ay) + (b)) + (ci7) = (aij + biy) + cij = ((as; + byy) + i)

Como ((aij +b;;) + cl-j) = (aij + (b + cl-j)) =(A+ (B +0), pois (a;), (bij)
e (cl-j) s80 numeros reais, e para eles é valida a propriedade associativa. Logo, tem-

se:
(A+B)+C=A+(B+0)

(i) Comutativa: A+ B =B + A;
Seja A = (a;;) e B = (b;;) matrizes do mesmo tipo, ent&o:
A+B = (a;) + (b;j) = bjj + a;;, pois a;; e b;; s80 numeros reais, e para eles é
valida a propriedade associativa.
Porém, (b;;) + (a;;) = B + A. Logo:
A+B=B+A

(i) Elemento Neutro: A + 0 = 4;

Sejam A = (a;;) e 0 =(b;;), duas matrizes do mesmo tipo, tais que, os
elementos de 0 sejam todos nulos. Entdo, a matiz 4 + 0 serd uma matriz C = (c;;),
cujos elementos c;; = a;; + b;;. Como todos os elementos da matriz 0 séo iguais a
zero, tem-se C = (¢;;) = (a;;) = 4, logo:

A+0=A.

Propriedade 2.
() (A+B)T = AT + BT,

Sejam A = (a;;) € B = (b;;), duas matrizes do mesmo tipo, logo a soma de 4
com B é igual a uma matriz C = (c;;) = (a;;) + (b;j) e (A+ B)" = €T, com C” sendo
a matriz transposta de C. Portanto, CT = (¢;;) = (a;;) + (b;;), pois cada coluna de "

é igual a respectiva linha de C e cada linha de CT é igual a respectiva coluna de C.
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Como A" = (a;;) e BT =(b;;), logo: (A+B)" =C" = (c;;) = (a;) + (b)) =
AT + BT,
Assim, prova-se que:
(A+B)T = AT + BT

(i) (A" = 4;
Seja A = (a;;), uma matriz qualquer, logo A” = (a;). E tomando a matriz
B = AT = (a;;), tem-se: BT = (a;;) que é a mesma matriz A.
Como B = AT, logo: BT = (AT)T = (a;;) = 4, ou seja:
(A1) = A

(iii) (o< A)T = AT (x escalar);
Seja A = (aij), uma matriz qualquer, e < um numero real. Assim:
o A = (a;;).

Tomando uma matriz B, tal que B =« A =« (a;;), tem-se (x A)” = BT sendo a
matriz cujos elementos da linha j sdo iguais aos elementos da coluna j de B e 0s
elementos de sua coluna i sdo os elementos da linha i de B, ou seja, BT =« (a;;),
porém, AT = (a;;). Entdo: BT = (a;;) = AT, logo:

(x AT =ox AT

(iv) (AB)T = BTAT.

Sejam as matrizes, A = (a;;) € B = (bkj). Assim, o elemento de ordem ij de

AB éigual a:
by
(ajp+ app + -+ apm)- b:Zj = a;1byj+ apbyj + -+ aymbp;,
b,

que corresponde ao ji-ézimo elemento de (AB)T.
Por outro lado, a coluna j de B torna-se a linha j de BT, e a linha i de A torna-
se a coluna i de AT. Consequentemente, o elemento de ordem ji de BTAT é
i1
Qiz
(b1]+ b2]+ R bm]) =b1jai1+ szai2+ R bm]alm

Aim
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Como a;;, € b;;, S840 nameros reais, assim:
Aj1byj + apbyj+ -+ aymbmj = byja; + byjag; + -+ byjaiy
Logo:
(AB)T = BTAT

Propriedades 3.
(i) (x p)A = (BA);

Sejam A = (al-j), uma matriz qualquer e < e f dois numeros reais. Assim,
tem-se: (x B)A = (af)a;; = a(ﬁ . ai]-), pois «, § e a;; S40 numeros reais, portanto e
valida a propriedade associativa.

Porém, a(p - a;;) =« (BA). Logo:

(« )A = (BA)

(i) (< +B)A = aA + BA;

Sejam A = (aij), uma matriz qualquer e « e 8 dois numeros reais. Entao:
(x+p)A = (x +p)a;; =X a;; + f - a;; = (oc- aij) + ([)’ . al-j) , pois «, B e a; sdo
nameros reais, portanto € valida a propriedade distributiva.

No entanto, (¢ a;;) + (B - a;;) = aA + BA. Logo:

(< +B)A = aA + BA

(i) < (A + B) =x A+« B;

Sejam A = (a;;) e B = (b;;), duas matrizes do mesmo tipo, e «c um ndmero
real. Entdo a;; + b;; € 0 elemento de ordem ij de A + B, e assim « (al-j + bij) €0
elemento de ordem ij de < (A + B). Note que, «:qa;; € x- b;; sd0 0s elementos de
ordem ij de « A e « B, respectivamente, e assim «-a;;+x-b;; € 0 elemento de

ordem ij de « A+x B. Porém, «, a;; € b;; S0 numeros reais, portanto, para eles &

vélida a propriedade distributiva, logo o (a;; + b;;) = a;;+« b;;, ¥V i,j.

Assim, « (A + B) =x A+ B, pois 0s elementos correspondentes séo iguais.

(iv) 14 = 4;
Seja A = (a;;), uma matriz qualquer. Entdo, 14 = la;; = a;; = A.

Logo: 14 =4
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Propriedade 4.
() (AB)C = A(BC);
Sejam A = (a;;),B = (bjx) e C = (ci;). Além disso, sejam AB =D = (dy) e
BC = F = (f;). Entdo,
dix = Qb + by + -+ Aimbam
fi = bj1c1 + bjpcy + o+ b Gy
Multiplicando-se D por C, isto é, (AB) por C, o elemento na i-ésima linha e

[-ésima coluna da matriz (AB)C é:

n n m
disCyy +dipcy + -+ dipcy = Z dixCry = Z (aijbjk)ckl
k=1 k=1j=1

Por outro lado, Multiplicando A por F, isto é, A por BC, 0 elemento na i-ésima

linha e [-ésima coluna da matriz A(BC) é:

m m

n
aiifu+ apfu+ ot amf = Z aijfj = Z a;;(bjicr)

j=1 j=1k=1
Como as somas acima sao iguais, logo:
(AB)C = A(BC)

(ii) A(B + C) = AB + AC:
Sejam 4 = (a;;), B = (bjx) € € = (¢jx). Além disso, sejam D = B + C = (dj.),
E =AB = (ey), e F = AC = (fy,). Entdo,
djx = bj + cjx

m

ik = Aj1bix + Aiboy + -+ Apmbmi = Z a;jbjk
Jj=1
m

fik = Qi1C1c + AiaCop + o+ A Crpie = a;iCjk
j=1

Logo, o elemento na i-ésima linha e k-ésima coluna da matriz AB + AC é:

m m m

e + fir = Z a;jbjx + Z aijCjx = Z agj(bje + cjr)
i -

j=1 J j=1
Por outro lado, o elemento na i-ésima linha e k-ésima coluna da matriz

AD = A(B + C) é:
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m m
aj1dqg + aipdog + 0+ Ay = Z a;jdj, = 2 aij(bjk + Cjk)
=1 =1

Assim, A(B + C) = AB + AC, pois 0s elementos correspondentes sao iguais.

(i) (B + C)A = BA + CA
Sejam 4 = (ay;), B = (by) € C = (cy). Além disso, sejam D = B + C = (dy,),
E =BA=(e;), e F =CA=(f;). Entdo,

dix = bix + Cix

m
eij = by + bizayj + -+ bim Gy = Z biya;
k=1

m

fij = cnaqj + Ciplzj + o+ Cimpj = Z Cik
=1

Logo, o elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz BA + CA é:

m m m
e+ fij = Z biray; + Z CixQyj = Z(bik + ciday;
k=1 k=1 k=1

Por outro lado, o elemento na i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz
DA=(B+(0)Aé:

m m
dinQyj + dipzj + -+ dimQymj = Z dixQyj = Z(bik + Cir) Ay
=1 =1

Assim, (B + C)A = BA + CA, pois os elementos correspondentes sdo iguais.

(iv) x (AB) = (x A)B = A(x B)
Sejam A = (ay), B = (by;) € « um namero real. Seja ainda, AB = C = (c;;).

Entao:

n

Cij = pbyj + aipbyj + -+ ajpby; = Z by
k=1

oc A =0 (ag) = ag
Multiplicando-se « por C, isto é, «< por AB, 0 elemento na i-ésima linha e

j-ésima coluna da matriz «<- (AB) é:
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n
X Cij = z aikbkj
k=1
Multiplicando-se também, < A por B, 0 elemento na i-ésima linha e j-ésima
coluna da matriz D = (d;;) = (x A)B é:
n n
dij =X aj1bij+x ajzbyj + - +X apby; = Z X Qjbyj = 2 Ak by
k=1 k=1
Por outro lado, multiplicando-se a matriz A pela matriz < B, o elemento na
i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz E = A(x B) é:
n n
eij =Aaj - ablj + ap - asz + -+ Ain - abnj = z air - abkj =X Z aikbkj
k=1 k=1

Logo: o« (AB) = (x A)B = A(x B), pois 0s elementos correspondentes sao

iguais.
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APENDICE B — Decomposi¢do em valores singulares

A decomposi¢do em valores singulares é fatoracdo de matrizes, baseada na
seguinte propriedade de diagonalizacdo usual que pode ser imitada para matrizes
retangulares: os valores absolutos dos autovalores de uma matriz simétrica A
medem as quantidades que A estica ou encurta 0s autovetores. Se Ax = Ax e
llx]| = 1, entédo

lAx|| = lIAx|l = [A] llx]l = |2] (1)

Se A, € o valor de maior médulo, entdo um autovetor unitario associado v,
identifica a direcdo na qual o efeito de esticar de A é maior. Em outras palavras, 0
comprimento de Ax € maximo quando x = vy, e ||Av,|| = [14], de (D).

Os valores singulares de uma matriz mxn

Seja A uma matriz m xn. Entdo ATA € uma matriz simétrica e pode ser
diagonalizada por uma matriz ortogonal. Seja {v,, v,, -, v,} uma base ortogonal para
R" consistindo em autovetores de ATA, e sejam A, 4,,--,1, 0s autovalores
associados. Entédo, se 1 <i <n,

lAv||? = (Av)T Av; = v] AT Av,
|Av;||? = vl (A;v;), pois v; € um autovetor de ATA, e j& que v; € um vetor unitario,
teremos:
lAv||* = A; 2)

Logo, os autovalores de A sdo todos ndo negativos. Trocando a numeracao,

se necessario, pode-se supor que os autores satisfazem:
M=2A==221,20

Os valores singulares de A s&o as raizes quadradas dos autovalores de AT A,
denotados por o¢y,0,,:,0, € estdo arrumados em ordem decrescente, isto €,
o; = \//1_1 paral <i < n. De (2), os valores singulares de A sdo os comprimentos dos
vetores Av,, Av,, -+, Av,.

Definicdo 1: Numa matriz A, uma posicdo de pivé é uma posi¢ao que corresponde
a um elemento lider numa forma escalonada de A. Uma coluna pivd é uma coluna
de A que contém uma posicao de pivo.

Definicdo 2: Dado v,,v,, -+, v, N0 R", entdo o conjunto de todas as combinagdes

lineares de vy,v,,-+,v, € denotado por Span{v, v, --,v,} e é chamado de

subconjunto do R" gerado por vy, v,,-,v,. Ou seja, Span{vy,v,, -+, v,} € a
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colecio de todos os vetores que podem ser escritos na forma
c1v1 + vy + o + vy, COM ¢y, -+, ¢, €Scalares.
Definicdo 3: O Espaco das Colunas de uma matriz A, m X n, € 0 conjunto Col A de
todas as combinacdes lineares das colunas de A. Se A=]a,-a,], entdo
Col A = Span{a,, -+, a,}.
Definicdo 4: O posto de uma matriz A, denotado por posto A, € a dimensdo do
espaco das colunas de A.

Como as colunas pivés de A formam uma base para Col A, 0 posto de A é
simplesmente o nimero de colunas pivés de A.
Teorema 1: Suponha que {v,,v,, -, v,} € uma base ortogonal para R"™ consistindo
em autovetores de ATA ordenados de tal forma que os autovalores associados
satisfagdo 4, > 1, = - = 4,,. Suponha que A tem r valores singulares nao-nulos.
Entdo {Av,, Av,, -+, Av,.} € uma base ortogonal para Col A e posto de A = .
Demonstracao

Como v; e A;v; sao ortogonais para i # j, temos

(Av)T(Av;) = v[ ATAv; = v] (4v;) = 0

Logo, {Av,, Av,,--+,Av,} € um conjunto ortogonal. Além disso, como o0s
comprimentos dos vetores Av,, Av,, -+, Av, S80 0s valores singulares de A e como
existem r valores singulares ndo-nulos, Av; # 0 se e somente se 1 < i < r. Portanto
Avy, Av,, -+, Av, s@o vetores linearmente independentes e pertencem a Col A .
Finalmente, qualquer que seja y em ColA—y=AX , pode-se escrever
X =CV + Uy + -+ cpv, €y = Ax = c1Avy + -+ ¢, AV, + ¢ 1AV + -+ AV, €
como y=Ax =cAv; +-+cAv, +0+--4+0 , tem-se que y pertence a
Span{Av,, Av,,-+,Av,}, 0 que mostra que {Av,, Av,, -+, Av,.} € uma base ortogonal
para Col A. Portanto, posto de A é igual a dimensédo de Col A =r.
A Decomposicdo em Valores Singulares

A decomposicao de A envolve uma matriz “diagonal” m x n S da forma

=[o ol ®

Onde D é uma matriz diagonal r X r para algum r ndo excedendo o menor

S

valor entre m e n.

Teorema 2: Seja A uma matriz m X n de posto r. Entdo existe uma matriz m X n

S = [g 8] onde os elementos diagonais de D sdo os r primeiros valores singulares
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de A4, 0, = 0, = -+ = 0, > 0, e existem uma matriz ortogonal U m X m e uma matriz
ortogonal V n X n tais que
A=USVT
Demonstracéao
Sejam A; e v; como no Teorema 1, de modo que {Av,, Av,, -, Av,} seja uma
base ortogonal para Col A. Normalizando cada Av; para se obter uma base ortogonal

{uy,uy, -+, u,.}, onde

! A ! A
u; = v; = —Ay;
oAl e
Av; = ou; (1<i<r)

Agora estende-se {u,,u,, -+, u,.} @a uma base ortogonal {u;, u,, -, u,,} de R™ e
define-se U =[u; u, -+ uypleV=I[v, v, - 1]
Por construcdo, U e V sdo matrizes ortogonais. Além disso, de
Av; = ou; (1<i<r)tem-se
AV = [Av;, -+ Av, O - 0] =[oyuy -+ oyu, 0 -+ 0]

Seja D a matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo o0;,0,,:+,0, € Seja

S = [g 8] Entao

g, 0 0 0 07
0 (o} 0 0 0
oo =~ O 0
US=lu u, -~ u
0 0 0 0 0
= [O-lu'l eee o Uy 0 -.--- 0] = AV

Como V é uma matriz ortogonal, USVT = AVVT = A.



