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“A Matematica € a mais alta das ciéncias, 0
dom mais alto que os deuses deram aos
homens. ”

Arquimedes



RESUMO

O tema central deste trabalho sdo os Poliedros de Arquimedes. Nele buscamos apresentar o
processo de construcdo destes sdlidos a partir dos poliedros de Platdo. Para isso, foram
realizadas diversas construcdes a partir do software de matemaética dindmica, GeoGebra. Assim,
0s objetivos centrais deste trabalho sdo: apresentar o processo de obtencdo dos sélidos
arquimedianos a partir dos platdnicos com o suporte visual de construcdes feitas por n6s no
GeoGebra e mostrar as principais ideias que permitirdo ao leitor tentar reproduzir estes arquivos
no formato ggb ou produzir outros com a mesma finalidade. Além disso, é apresentada uma
breve exposicdo da historia relacionada ao tema, tratando de assuntos correlacionados e
mostrando quem foram os principais matematicos envolvidos, em especial, Arquimedes. Foram
alcancados 0s objetivos propostos, visto que as construcdes estdo prontas e disponiveis para o
publico no repositorio de materiais existentes no site oficial do GeoGebra. Pressupfe-se que 0
leitor deste trabalho ja possua conhecimentos basicos na &rea da Geometria (plana, espacial e
analitica), bem como alguma familiaridade com a interface do software GeoGebra. Este
trabalho néo teve como foco a producéo de um material didatico que pudesse ser trabalhado em
turmas da educagdo basica. Buscamos, no entanto, criar uma apresentacdo que permitisse a um
professor ou estudante de graduacéo a introducdo ao tema, cabendo a estes definirem o uso que
fardo do conhecimento adquirido, visto que, embora os Poliedros de Arquimedes ndo fagam
parte do contetdo previsto no curriculo deste nivel de ensino, dependendo da abordagem trazida
pelo docente, este estudo pode contribuir para o desenvolvimento do raciocinio e para

ampliacdo da viséo espacial de alunos da escola, habilidades que sdo certamente desejaveis.

Palavras-chave: Geometria. Poliedros de Arquimedes. GeoGebra.



ABSTRACT

The central theme of this work is Archimedes' Polyhedrons. In it we seek to present the process
of construction of these solids from the polyhedrons of Plato. For this, several constructions
were realized from the software of dynamic mathematics, GeoGebra. Thus, the central
objectives of this work are: to present the process of obtaining Archimedean solids from the
Platonic with the visual support of constructions made by us in GeoGebra and to show the main
ideas that will allow the reader to try to reproduce these files in ggb format or to produce others
for the same purpose. In addition, a brief exposition of the history related to the subject is
presented, dealing with correlated subjects and showing who were the main mathematicians
involved, especially Archimedes. The proposed objectives have been achieved since the
constructions are ready and available to the public in the repository of materials on the official
GeoGebra website. It is assumed that the reader of this work already has basic knowledge in
the area of Geometry (flat, spatial and analytical), as well as some familiarity with the
GeoGebra software interface. This work did not focus on the production of didactic material
that could be worked on in basic education classes. However, we seek to create a presentation
that allows a professor or undergraduate student to introduce the theme, and it is up to them to
define their use of the knowledge acquired, since, although Archimedean Polyhedrons are not
part of the content provided in the curriculum of this level of teaching, depending on the
approach taken by the teacher, this study can contribute to the development of the reasoning

and to the expansion of the spatial vision of school students, skills that are certainly desirable.

Keywords: Geometry. Archimedes’ polyhedrons. GeoGebra.
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INTRODUCAO

A Geometria € uma area de estudo da matematica muito bem consolidada. O senso
comum de que é o estudo das formas nos mostra que, seja nas escolas ou no dia a dia, estamos
em constante contato com ela.

O tema central deste trabalho s&o os solidos de Arquimedes, ou melhor, a construcao
destes sdlidos. Na verdade, temos dois objetivos principais: as construcdes e as construcdes
das construcdes. Vamos agora explicar o que queremos dizer com isto. Nosso primeiro objetivo
foi o de criar arquivos no GeoGebra que possibilitassem as pessoas encontrar um suporte visual
para compreensdo do processo de construcdo de cada um dos sélidos de Arquimedes. Este
objetivo foi atingido, visto que tais construcdes estdo prontas e disponibilizadas no repositorio

de materiais do site do GeoGebra (https://www.geogebra.org/materials). Quanto ao segundo

objetivo, foi concretizado por nds no capitulo 3 ao compartilhnarmos com o leitor as principais
ideias utilizadas na producéo dos arquivos disponibilizados no formato ggb, caso este deseje se
aventurar em suas proprias construcgoes.

Em se tratando de um trabalho da area da matematica, provavelmente o leitor esperaria
encontrar aqui uma grande quantidade de contas e calculos. Para ndo decepcionar o leitor,
resolvemos apresentar alguns dos calculos envolvidos na construcdo dos sélidos arquimedianos
a partir dos platénicos, contudo, na maioria dos casos isto ndo foi possivel. Isto ocorre porque
muitas construcbes foram obtidas por processos de tentativa e erro, sendo o efeito visual
desejado obtido por meio de resultados apenas aproximados. Ha ainda o caso de poliedros,
cujos valores utilizados em nossas construgdes foram obtidos com base em construcdes feitas
por outro autor que as disponibilizou no site oficial do GeoGebra. Nos casos em que as
construcdes estavam alicercadas em resultados exatos procuramos compartilhar com o leitor as
contas e raciocinios que nos permitiram obter tais resultados. Nos demais casos, limitamos a
uma abordagem mais descritiva que tem o meérito de expor 0 processo criativo exigido na
elaboracdo de cada uma delas.

Quando comegamos a escrever este trabalho, ndo encontramos muitas construgdes no
enorme repositério de materiais existente no site oficial do GeoGebra que envolvessem 0s
solidos de Arquimedes. Além disso, detectamos nesse repositorio a quase completa escassez de
materiais mostrando o processo de obtencao destes solidos a partir dos poliedros de Platdo. Isto
serviu como motivagao para produgéo do material que constitui este trabalho, justificando sua

necessidade, em tempos nos quais o0 ensino e 0 uso dos recursos tecnolégicos mais recentes


https://www.geogebra.org/materials

devem caminhar juntos em prol de uma aprendizagem mais efetiva. Se temos a possibilidade
de criar recursos visuais que permitirdo a nossos alunos obter uma melhor compreenséo de
ideias que exigem alto nivel de abstracéo, entdo por que nao fazé-lo?

A escolha do GeoGebra deve-se ao fato de ser este um software de cddigo aberto e de
estar disponivel gratuitamente para usuarios ndo comerciais. Ele possui 0s seguintes aplicativos
gratuitos para i0OS, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux: GeoGebra Classico 5,
GeoGebra Classico 6, Calculadora Gréfica, Calculadora Grafica 3D, Geometria e Realidade
Aumentada, todos eles disponiveis para download no endereco eletrdnico

https://www.geogebra.org/download. A opcdo pela utilizagdo do GeoGebra Cléssico 5, deve-

se ao fato de ser esta a Unica versdo off-line disponivel para uso em desktops e notebooks,
guando as construcdes apresentadas aqui comecaram a ser feitas. Assim, por estarmos mais
familiarizados com esta versdo e em nome da padronizacdo das construcdes apresentadas,
optamos por permanecer utilizando esta verséo, apesar de termos hoje o0 GeoGebra Cl&ssico 6
disponivel.

Este trabalho esta estruturado em trés capitulos. No primeiro capitulo procuramos
apresentar um pouco da histéria que envolve os poliedros de Arquimedes: tratamos inicialmente
dos poliedros de Platdo, trouxemos um pouco da histéria de Arquimedes e discorremos sobre
poliedros semirregulares, regulares ndo convexos e sobre os duais dos poliedros de Arquimedes,
denominados sélidos de Catalan.

O segundo capitulo é aquele no qual mostramos como os solidos de Arquimedes
podem ser obtidos a partir dos platdnicos, sem qualquer preocupa¢do em mencionar 0S passos
de construcdo no GeoGebra. Aqui as construces feitas e disponibilizadas por meio de links ao
longo do texto exemplificam os processos de truncatura, expanséo e snubificacdo de poliedros.

No ultimo capitulo desenvolvemos aquele que é o nosso segundo objetivo principal,
compartilhar com o leitor as ideias que lhe permitirdo fazer suas préprias construcdes,
mostrando como obter os pontos onde deve realizar as truncaturas e como transladar ou
rotacionar as faces de um poliedro. Para isso, recorremos algumas vezes aos resultados
apresentados no capitulo anterior.

Esperamos que professores e alunos possam encontrar nesta breve exposi¢do de uma
pequena parte de um tépico dentro de uma area tdo maior e magnifica quanto geometria espacial

0 encanto que nos motiva no caminho da aprendizagem matematica.


https://www.geogebra.org/download

1 GRANDES MATEMATICOS E OS POLIEDROS

Neste capitulo abordaremos um pouco da historia que envolve os poliedros. Traremos
algumas das contribuicdes de Platdo, Arquimedes, Catalan e outros. N&o se sabe ao certo
quando o ser humano passou a se interessar pelo estudo dos poliedros. As piramides evidenciam
0 conhecimento que os egipcios tinham sobre esse assunto. Além disso, obras de filésofos
antigos como Platéo e Euclides debrucavam-se sobre questdes de geometria espacial. Um fato
que pode ter contribuido para que os poliedros chamassem a atencdo de grandes fildsofos e
matematicos, de modo que estes dedicassem parte de suas vidas para o estudo das propriedades
desses solidos geomeétricos, é sua presenca constante na forma dos objetos que nos cercam.

Hoje, mais ainda que na época em que estes sabios viveram, vamos encontrar
facilmente os poliedros. Estdo na caixa de sapato ou de perfume, nos prédios e até mesmo na
CPU de computadores. Nos jogos de tabuleiro temos os dados, na construcdo civil temos o
Museu do Louvre, que contém alguns projetos arquitetdnicos inspirados nesses solidos.

Exemplos ndo nos faltam.
1.1 Platdo e os Poliedros Regulares

Aristocles (c. 428 — c¢. 347 a.C.), mais conhecido como Platéo, foi um filésofo grego
que nasceu em Atenas (Grécia) e que foi responsavel pela fundacdo, em 386 a.C., da famosa

Academia em sua cidade natal.

Figura 1 - Estatua de Platéo

Fonte: Disponivel em https://www.todamateria.com.br/platao/. Acesso em 15/03/2019

Na obra Timeu, Platdo descreveu os poliedros convexos regulares que hoje levam seu
nome e que sdo denominados de acordo com o numero de faces que cada um contém: o
primeiro, por possuir quatro faces triangulares € chamado de tetraedro; o segundo, cubo ou

hexaedro, ja que possui seis faces quadradas; o terceiro & denominado octaedro pelo fato de ter



oito faces, que também sdo tridngulos; o quarto sélido possui doze faces pentagonais, dai 0
nome dodecaedro; e 0 quinto tem como nome icosaedro e é constituido por vinte faces também
triangulares, como mostra a Figura 2. Podemos ver, também, um detalhamento sobre o

significado dos nomes de cada um desses poliedros em EVES (2004).

Figura 2 - Poliedros convexos regulares
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Fonte: O autor (2019)

No livro Introducdo a Histéria da Matematica, o autor explica o significado mistico

atribuido pelos gregos a estes cinco sélidos:

No trabalho de Platdo, Timeu misticamente associa 0s quatro sélidos mais faceis de
construir — o tetraedro, o octaedro, o icosaedro e o cubo — com 0s quatro elementos
primordiais empedoclianos de todos os corpos materiais — fogo, ar, agua e terra.
Contornava-se a dificuldade embaracosa em explicar o quinto sélido, o dodecaedro,

associando-o ao Universo que nos cerca. (EVES, 2004, p. 114)

Apesar de Platdo ter se interessado pelos poliedros convexos regulares, credita-se ao
matematico grego Teeteto (c. 417 a.C. —c. 369 a.C.) a descoberta e a comprovacao da existéncia
desses solidos (OLIVEIRA, 2012, p,177).

No Livro XIII dos Elementos, Euclides provou a existéncia de apenas cinco poliedros
convexos regulares e que ndo ha possiblidade de existirem outros. Euclides seguiu a mesma
ordem usada por Platdo em Timeu para fazer as construces. Podemos ver as construcoes do
tetraedro, do octaedro, do cubo, do icosaedro e do dodecaedro, respectivamente (MOREIRA,
2017, p. 14).

1.2 Um pouco sobre Arquimedes

Arquimedes (287-212 a.C.) é, para muitos, 0 maior matematico da Antiguidade
(ASSIS, 2008). Nascido em Siracusa, era filho de Fidias, um astrbnomo que obteve estimativa
para os didmetros do Sol e da Lua. Carregava em seu nome a marca de um génio. Como nos

explicam Netz e Noel, 2007:



A palavra “Arquimedes” é composta de duas partes: arché, que significa principio,
dominio ou causa original; e médos, que significa mente, pensamento ou intelecto. Se
interpretarmos seu nome da esquerda para a direita ele poderia significar algo como
“a mente principal.” Mas na Grécia antiga era mais comum interpretarmos o nome da
direita para a esquerda. Neste caso seu nome significaria “a mente do principio”, assim
como o nome Diomedes significaria “a mente de Deus”. (NETZ; NOEL, 2007, p. 59-
60)

Arquimedes passou um tempo no Egito, provavelmente em Alexandria, onde entrou
em contato com Os Elementos, de Euclides. Quando em Siracusa, correspondia-se com
viajantes e moradores de Alexandria, tendo muitas de suas obras guardadas na Biblioteca.
Como bem sabemos, diversas invasdes e sucessivos incéndios destruiram praticamente todo o
acervo da Biblioteca de Alexandria. O que se salvou da obra de Arquimedes foram apenas

algumas correspondéncias com outros intelectuais da época.

Figura 3 - Imagem de Arquimedes

Fonte: Disponivel em https://historiadamatematica.wordpress.com/arquimedes/. Acesso em 15/03/2019

O valor de suas obras, ndo apenas para a matematica e a fisica, como para a engenharia,
foi sentida até mesmo na sua morte. Uma forca romana liderada pelo general Marcelo sitiou
Siracusa tanto por mar quanto por terra. Arquimedes e suas invencdes foram de grande utilidade
para que 0s siracusanos conseguissem resistir por mais tempo a invasdo romana.

Plutarco relata o seguinte:

(...) Quando os romanos assaltaram os muros de Siracusa em dois lugares
simultaneamente, os habitantes ficaram paralisados de medo e de pavor, acreditando
que nada era capaz de resistir a esta violéncia e a estas forcas. Mas quando
Arquimedes comegou a manejar suas maquinas, ele langou contra as forgas terrestres
todos os tipos de misseis e rochas imensas que caiam com grande estrondo e violéncia

(...) Os soldados romanos ficaram com um pavor tdo grande que, se vissem uma



pequena corda ou pedaco de madeira saindo dos muros, comegavam imediatamente a
gritar, que la vinha de novo, Arquimedes estava para langar alguma maquina contra
eles, entdo viravam as costas e fugiam. Marcelo entéo desistiu dos conflitos e assaltos,
colocando toda sua esperanca em um longo cerco. (PLUTARCO. Trad.: DRYDEN,
2008, p. 1)

S6 apos trés anos de cerco que Marcelo conseguiu tomar Siracusa. Esse foi, também,

0 momento da morte de Arquimedes, que néo fora planejada. Plutarco segue narrando:

Mas nada afligiu tanto Marcelo quanto a morte de Arquimedes, que estava entdo,
como quis o destino, concentrado trabalhando em um problema por meio de um
diagrama e, tendo fixado sua mente e seus olhos no tema de sua especulacéo, ndo
percebeu a incursdo dos romanos, nem que a cidade havia sido tomada. Neste estado
de estudo e contemplagdo, um soldado, chegando até ele de maneira inesperada,
mandou que 0 seguisse até Marcelo; o que ele se recusou a fazer até que tivesse
terminado seu problema e chegado a uma demonstracéo. O soldado entéo, enfurecido,
tirou sua espada e 0 matou.

Outros escrevem que um soldado romano, correndo até ele com uma espada levantada,
disse que ia mat&-lo. Arquimedes, olhando para trés, implorou-lhe seriamente para
esperar um pouco, para que ele ndo deixasse de forma inconclusa e imperfeita o
trabalho que estava fazendo. Mas o soldado, ndo sensibilizado pelo seu pedido, matou-
o0 instantaneamente. Outros relatam ainda que quando Arquimedes estava levando
para Marcelo instrumentos matematicos, relégios de Sol, esferas e angulos ajustados
para medir com a vista o tamanho aparente do Sol, alguns soldados, vendo-o e
pensando que transportava ouro em um recipiente, o assassinaram. O certo é que sua
morte muito afligiu a Marcelo; e que Marcelo sempre considerou aquele que o matou
como um assassino; e que ele procurou pelos parentes [de Arquimedes] e os honrou
com muitos favores. (PLUTARCO. Trad.: DRYDEN, 2008, p. 2)

Ap6s a morte de Arquimedes, Marcelo ordenou que se cumprisse a vontade dele
enquanto em vida, de que em seu timulo fosse colocado um cilindro circunscrito a uma esfera
dentro dele, juntamente com uma inscri¢do dando a razéo entre os volumes destes corpos. Seu

tumulo foi visto pela ultima vez por Cicero, no ano de 70 d.C., segundo o qual:

Quando fui questor na Sicilia consegui descobrir seu tmulo (...) percebi uma pequena
coluna pouco visivel sobre os arbustos. Em cima dela havia uma esfera e um cilindro
(...) os versos ainda estavam visiveis, embora aproximadamente a segunda metade de
cada linha estivesse gasta. (TORRES, apud ASSIS, 2008, p. 21)

Podemos ver mais detalhes sobre a histdria e as principais contribui¢des desse grande

matematico em Contador (2012). Devido a escassez de material, ndo temos como afirmar



quando, nem como Arquimedes descobriu os poliedros semirregulares, mas sabemos que partiu
dos poliedros de Platéo e que ele realmente desenvolveu tais pesquisas, pois, por exemplo,
Papus de Alexandria (século I11 d.C.), faz referéncia a estes estudos de Arquimedes no Livro V
de sua obra Colecdo Matematica (MOREIRA, 2017, p. 16). Tais poliedros serdo nosso objeto
de estudo na secdo seguinte e também no capitulo 2.

1.3 Poliedros Semirregulares

Enquanto nos solidos de Platdo todas as faces sdo poligonos regulares do mesmo tipo,
os poliedros semirregulares sdo constituidos por faces na forma de poligonos regulares, porém
de dois ou mais tipos, desde que se garanta que seus Vvértices sejam congruentes.

Se excluirmos os prismas e 0s antiprismas, ha exatamente quatorze poliedros convexos
semirregulares. Porém, para que tenhamos um sélido de Arquimedes é necessario também que
haja isometria espacial, isto €, que enviemos um vértice a qualquer outro vértice do poliedro
sem que sejamos capazes de perceber que o poliedro se moveu. Acontece que um desses 14
poliedros, a giro-bictpula quadrangular alongada, ndo satisfaz essa condi¢do, ndo podendo,
portanto, ser considerada sélido de Arquimedes. Este ultimo poliedro é formado por duas
cUpulas e um anel de quadrados que as separa. O rombicuboctaedro pode ser obtido da giro-
bictpula quadrangular alongada mantendo a cupula superior € o anel de quadrados parados
enquanto efetuamos uma rotacdo da cupula inferior até que um novo anel de quadrados seja
formado. A Figura 4 nos mostra o rombicuboctaedro ao lado da giro-bictpula quadrangular

alongada.

Figura 4 — Comparacdo do rombicuboctaedro e do giro-bictpula quadrangular alongada

LN
N

-

Rombicuboctaedro

Giro-Biciipula
Quadrangular Alongada

Fonte: O autor (2019)

No paragrafo anterior mencionamos prismas e antiprismas. Embora os prismas sejam
bem conhecidos, ndo podemos dizer 0 mesmo a respeito dos antiprismas, que podem ser
imaginados como prismas cujas faces laterais sdo substituidas por triangulos apds uma rotacdo

de uma das bases. Claro que esta ndo € uma definicéo precisa. Vendrame (2014) faz um conceito



basico sobre antiprisma, ja Dulce (2019) traz uma definicdo mas formal sobre prismas. A Figura

5 mostra um prisma ao lado de um antiprismas.

Figura 5 - Exemplos de prisma e de antiprisma

NN

Prisma de Base Antiprismade Base
Pentagonal Pentagonal

Fonte: O autor (2019)

Depois da morte Arquimedes, o estudo sobre os poliedros arquimedianos foi retomado
pelo matematico Aleméo Johannes Kepler (1571-1630), que estudou os solidos semirregulares.
Foi ele quem deu nome a cada um dos poliedros de Arquimedes. Em sua obra Harmonices
Mundi, Kepler mostrou a existéncia de somente treze sélidos arquimedianos (OLIVEIRA,
2012, p. 189). Esses poliedros sdo denominados de acordo com o processo que pode ser
utilizado para obté-los os quais serdo abordados no decorrer do capitulo 2. A Figura 6 traz os

treze poliedros com seus respectivos nomes.

Figura 6 - Poliedros de Arquimedes

Tetraedro Cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Truncado Truncado Truncado Truncado Truncado
Cuboctaedro Icosr.'dodaedro Cuboctaedro Ie Oﬁ'fdf;def aedro
Truncado Truncado
gl s,
4 A ﬁ.‘ ) (% Ai
> ' | 4
v .

Rombicuboctaedro Rombicosidodecaedro Cubo Snub Dodecaedro Snutb

Fonte: o autor (2019)

Kepler também descrever dois dos quatro poliedros regulares ndo convexos, 0 pequeno

dodecaedro estrelado e o grande dodecaedro estrelado na obra Harmonices Mundi, publicada



em 1619. Louis Poinsot (1777-1859) descreveu o grande dodecaedro e o grande icosaedro.
Porém, a primeira imagem conhecida do pequeno dodecaedro estrelado, data de 1430, em um
mosaico do pavimento da catedral de Sdo Marcos em Veneza, atribuido a Paolo Uccello.
(BATISTA, 2010, p. 1). O grande dodecaedro estrelado foi publicado em 1568 por Wenzel
Jamnitzer na obra Perspectiva Corporum Regularium. Estas apari¢des anteriores ndo vieram
acompanhadas de descri¢cBes rigorosas sobre as propriedades matematicas e a forma de
obtermos esses poliedros, 0 que veio a ocorrer apenas com Kepler e com Poinsot, que
emprestaram seus nomes para eles. Mais tarde, Cauchy provaria que existem apenas nove
poliedros regulares: os cinco platénicos e os quatro de Kepler-Poinsot. (NASCIMENTO, 2015,
p. 13-15).

1.4 Poliedros de Catalan

Eugene Charles Catalan (1814-1894) era um matematico belga que também foi atraido
pelos poliedros. Em sua pesquisa procurou entender os duais dos poliedros de Arquimedes, que
sdo chamados de poliedros de Catalan em sua homenagem. Mas o que é o dual de um poliedro?
Para darmos uma noc¢ao a respeito deste conceito, imagine que tomassemos pontos no interior
de cada uma das faces de um poliedro do tipo A tais que unindo pontos de faces adjacentes
fosse possivel obter as arestas de um poliedro do tipo B, um poliedro obtido assim é
denominado dual do poliedro do tipo A. Repetindo este mesmo processo com o poliedro do
tipo B é possivel encontrar um novo poliedro, que sera do tipo A, no sentido de que este Gltimo
preservaria uma série de caracteristicas do primeiro, como, por exemplo, o nimero de vértices,
arestas e faces. Assim, podemos simplesmente dizer que dois poliedros dos tipos A e B sdo
duais um do outro. Exemplos de duais sdo os poliedros de Platdo que tém os duais em pares
com excecdo do tetraedro cujo seu dual é ele mesmo. Podemos ver uma discursdo mais
detalhada sobre Dualidade no trabalho de Sartor (2013), que fala sobre os duais dos poliedros

de Patdo. A Figura 7 mostra um exemplo de dualidade entre o octaedro e o cubo.

Figura 7 - O octaedro e o seu dual

Fonte: Imagem disponivel em http://www.cs.us.es/cursos/rc/POLIEDROS.htm.Acesso em 21/03/19
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Os poliedros de Catalan sdo poliedros convexos de faces uniformes, mas ndo de
vertices uniformes, isto é, todas as faces destes solidos possuem o0 mesmo numero de lados,
porém n&do concorrem em todos os vértices a mesma quantidade de arestas. Isto se deve ao fato
de que os sélidos de Arquimedes, que os geram, sdo de veértices uniformes e ndo de faces
uniformes. As faces que formam os solidos de Catalan ndo sdo poligonos regulares, mas 0s
angulos diédricos sdo todos iguais.

Existindo treze poliedros de Arquimedes, temos treze solidos de Catalan, conforme a
Figura 8.

Figura 8 - Poliedros de Catalan

LdOEIP

Tetraedro Dodecaedro Octaedro Hexaedro Dodecaedro
Triakis Rombico Triakis Tetrakis Disdiakis

QOO

Icosaedro Hexecontaedro Dodecaedro Triacontaedro Icositetraedro
Triakis Deltoidal Pentakis Rombico Deltoidal

Hexecontaedro Triacontaedro Icositetraedro
Pentagonal Disdiakis Pentagonal

Fonte: Imagem adaptada. Disponivel em https://pt.wikipedia.org/wiki/Sélidos_de_Catalan. Acesso em 15/03/19

Neste primeiro capitulo apresentamos alguns conceitos basicos e aspectos histdricos
sobre os poliedros. Agora vamos concentrar nosso estudo nos poliedros semirregulares de
Arquimedes, como podemos construi-los e as relagbes matematicas presentes nesse

desenvolvimento.
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2 O PROCESSO DE CONSTRUGAO DOS POLIEDROS DE ARQUIMEDES

Neste capitulo, mostraremos como obter os 13 poliedros de Arquimedes por trés
processos de construgdo distintos: truncatura, expansdo e snubficagdo. Informalmente,
podemos dizer que truncar um poliedro consiste em retirar uma parte deste por meio de um
corte, para uma defini¢cdo mais rigorosa e detalhada consulte, por exemplo, S& & Rocha (2012).
Os outros dois processos, expansdo e snubificacdo, consistem em afastar, a uma determinada
distancia, as faces do poliedro original e preencher os espacos entre elas com poligonos,
devendo ainda ser efetuada a rotagdo das faces antes desse preenchimento no caso da
snubificacao.

Uma parte importante deste trabalho de concluséo de curso foi a producéo de arquivos
no formato ggb que nos permitem enxergar de forma dindmica o processo de construcéo de
cada poliedro de Arquimedes. Assim, neste capitulo, toda vez que fizermos a primeira mencao
ao nome de um destes poliedros estara disponivel um hiperlink que permitird o acesso ao
arquivo disponibilizado por nés na plataforma do GeoGebra, bastando clicar no nome do
poliedro para acessa-lo. Para aqueles que estiverem utilizando o trabalho impresso
disponibilizamos também o endereco para acessar a construcao na forma de nota de rodapé.

Quando nos referirmos aos poliedros de Arquimedes por seus nomes, utilizaremos a
nomenclatura de forma restrita, isto €, supondo que sdo sempre semirregulares. Quando néo

quisermos utilizar o termo desta maneira, faremos isto de forma explicita.

2.1 Poliedros Obtidos por Truncatura

O mais simples de todos os poliedros regulares €, sem duvida, o tetraedro, que possuli
apenas quatro faces. Assim, o mais simples de todos os poliedros de Arquimedes é aquele que
se obtém deste por meio da truncatura de seus vértices, isto é, o tetraedro truncado. Por isso
mesmo sera o primeiro cuja construcdo serd abordada por nos.

Para realizar tal construcdo tomemos um tetraedro regular como o da Figura 9a cujas

arestas tém todas a como medida. Escolhendo um dos vértices e marcando 0s pontos que
pertencem as arestas concorrentes a este vértice e que distam dele g devemos efetuar um corte
passando por esses trés pontos, extraindo a piramide obtida como resultado do corte. Fazendo

este processo em todos o0s Vvértices do tetraedro como na Figura 9b, obtemos como resultado

final o tetraedro truncado! da Figura 9c.

1 https://www.geogebra.org/m/repntpbz
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Figura 9 - Truncatura do tetraedro

4
@ @

Fonte: O autor (2019)

(a)

Para termos certeza que o poliedro assim obtido é realmente o tetraedro truncado,
precisamos garantir que todas as suas arestas terdo a mesma medida. Pelo modo como a

truncatura foi realizada (veja Figura 10a), é obvio que as arestas que sdo lados apenas de

hexagonos medem % ja que foram obtidas da divisdo da aresta do tetraedro original em 3 partes

iguais. Quanto as arestas que sdo compartilhadas por hexagonos e triangulos, estas possuem

também medida x = % e isto pode ser demonstrado verificando que os triangulos ABC e ADE

séo semelhantes pelo caso LAL, como nos ajuda a enxergar a Figura 10b.

Figura 10 - llustracéo do tetraedro com as marcagGes de truncatura dos vértices

m
ok

(a) (b)

Fonte: O autor (2019)

Note que o que fizemos foi apenas garantir que todas as arestas do poliedro possuem
a mesma medida. E facil ver que os angulos de uma mesma face serdo também todos iguais e
que, portanto, todas as faces sdo poligonos regulares. No trabalho de Almeida (2015) podemos
ver raciocinios e célculos semelhantes relacionados as cinco primeiras construcdes. As

construgdes do octaedro truncado? e do icosaedro truncado® (cujos processos de truncatura est&o

representados nas Figuras 11 e 12), podem ser obtidas de forma completamente analoga, ja que

estes solidos derivam do octaedro e do icosaedro, 0s quais também possuem faces triangulares.

2 https://www.geogebra.org/m/cma2euhh
3 https://www.geogebra.org/m/ypzfjgsf
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Porém, nos casos de um cubo e de um dodecaedro cujas arestas megam a, se considerarmos 0s

pontos de intersecdo entre as arestas e o plano de corte, a distancia d de cada um desses pontos

, ; . . ;- ’ . a
até o vértice mais proximo é diferente de 3

Figura 11 - Truncatura do octaedro

a
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v

Fonte: O autor (2019)

Figura 12 - Truncatura do icosaedro
=N

728 /'

. @

G, T
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<

Fonte: O autor (2019)

Vejamos, entdo, como essas distancias podem ser calculadas nestes dois casos,
comegando pelo caso do cubo truncado®, que pode ser obtido a partir de um cubo de aresta a,

como indicado na Figura 13.

Figura 13 - Truncatura do cubo

V, ¥

\ @ 4
Fonte: O autor (2019)

Fazendo a projecdo ortogonal do cubo truncado, como indicado na Figura 14a,
podemos obter, no plano, uma imagem que nos possibilita visualizar onde serdo efetuados os

cortes que resultardo na truncatura dos vértices.

4 https://www.geogebra.org/m/uhc7b2f5



https://www.geogebra.org/m/uhc7b2f5
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Figura 14 - Projecéo ortogonal do cubo truncado e sua representacao no plano
D (L A

(a) (b)
Fonte: O autor (2019)
A projecdo obtida na Figura 14a esté representada na Figura 14b pelo quadrado ABCD.
Nela, chamamos de x o comprimento do lado do octégono regular EFGHIJKL, que € obtido
apos a truncatura dos vertices, e de d a distancia que vai do vértice A a um dos pontos de corte

mais proximos deste vértice, digamos F. Observando a Figura 14b, é facil concluir que
d= a—X
2

Sabendo que o tridngulo AAEF é reto em A, podemos aplicar o teorema de Pitagoras,

(2.1)

obtendo

a — x\2 a — xy\2
= () +(=7)
Desenvolvendo a expressdo acima, chega-se a seguinte equacao quadratica em x:
x?+ 2ax —a® =0,
cujas raizes sao
x=—a+av2. (2.2)
Como o valor negativo nao nos interessa, usaremos somente a raiz positiva. Fazendo
a substituicdo da equacado (2.2) na equacdo (2.1) obtemos:

d= 2a — Cl\/?' (23)
2
que é a distancia procurada dada em fungéo apenas de a.

Consideremos agora o caso do dodecaedro truncado® obtido a partir de um dodecaedro

de aresta a, como ilustrado na Figura 15.

5 https://www.geogebra.org/m/e5rtv22n
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Figura 15 - Truncatura do dodecaedro

/o
»

Fonte: O autor (2019)

Seguindo uma linha de raciocinio parecida com a utilizada para o caso do cubo
truncado podemos determinar, para o caso do dodecaedro truncado, a distancia d de cada um
dos pontos de intersecdo do plano de corte com as arestas até o vértice mais proximo.

A Figura 16a mostra um dodecaedro no qual estdo destacadas as pirdmides que
surgirdo depois de efetuada a truncatura dos vértices. Ao fazer a projecdo ortogonal de uma de

suas faces obtemos como resultado a Figura 16b.

Figura 16 - Projecgéo ortogonal de uma face do dodecaedro truncado e sua representagao

e
af
E. N Ze\. B
M Hé
I , /a
\ S
D C

Fonte: O autor (2019)

Chamaremos de x o comprimento do lado do decagono FGHIJKLMNO. Assim,
podemos concluir a partir da Figura 16b que
a—X
2
Sabendo que os angulos internos de cada face de um dodecaedro sdo iguais a 108°,

d=

(2.4)

pois sdo pentagonos regulares, podemos aplicar a lei dos cossenos ao triangulo isosceles AAFO

da Figura 16b para determinar o valor de x em funcéo de a. Logo, temos que
, L (A—X 2 L (a—X 2 .
x?=2( . ) —2( . ) cos 108"

Desenvolvendo a expressdo acima obtemos:

2x% = a? —2ax + x?> —a?cos 108° 4+ 2a cos 108° x — x? cos 108°.

Que pode ser reescrita como uma equacao quadratica na incognita x:



(1 4 cos108°)x2 + (2a — 2a cos 108°)x + (a? cos 108° — a?) = 0.

Calculando o valor de A, chegamos a:
A = 8a?(1 — cos 108°),
que € positivo, visto que cos108° < 0.

Portanto, as raizes da equacdo (2.5), que sdo dadas por

_ 2acos108° —2a * Za\/Z(l —co0s 108°)
x= 2(1 + cos 108°) '

sao ambas numeros reais.

Note que, somente a raiz

_acos108°—a+ a/2(1 — cos 108°)
B 1+ cos 108°
é positiva. Portanto, apenas ela nos interessa.

X

Substituindo o valor obtido para x na equagéo (2.4), temos que:

_ 2a—ay/2(1 - cos 108°)
~ 2(1+cos108°) '

que nos da a distancia procurada.
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(2.5)

(2.6)

Dois outros poliedros que também podem ser obtidos por meio de truncaturas sao o

cuboctaedro e o icosidodecaedro. O cuboctaedro pode ser obtido tanto a partir da truncatura dos

vértices do cubo® (lado esquerdo da Figura 17), quanto a partir da truncatura dos vértices do

octaedro’ (lado direito da Figura 17), dai seu nome. Nesse sentido, o cuboctaedro ndo deixa de

ser uma espécie de cubo truncado ou octaedro truncado, embora ndo tenha este nome, que foi

atribuido aos sélidos vistos mais acima. A diferenca, é que, agora, o corte se da de maneira mais

profunda, sendo feito no ponto médio da aresta, tanto em um caso, quanto no outro.

Figura 17 - Cuboctaedro obtido por truncaturas tanto no cubo, quanto no octaedro

4
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<

Fonte: O autor (2019)

6 https://www.geogebra.org/m/hutrdzep
7 https://www.geogebra.org/m/bezkyhpn

@e
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Outra maneira de visualizar o cuboctaedro® é a partir da intersecdo de um cubo de

aresta a com um octaedro de aresta a+/2, 0s quais s&o duais. Basta, para isso, truncar as partes

gue ndo se intersectam, como mostrado na Figura 18.

Figura 18 - Cuboctaedro obtido pela intersec¢do do cubo e do octaedro
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Fonte: O autor (2019)

Como podemos observar na Figura 19, por meio de procedimento analogo ao que foi
feito anteriormente com o cuboctaedro, podemos obter o icosidodecaedro. Aqui, porém, o
dodecaedro® e o icosaedro’® assumem o papel do cubo e do octaedro.

8 https://www.geogebra.org/m/exvg2kuw
9 https://www.geogebra.org/m/m2racgrh
10 https://www.geogebra.org/m/k2p6trt9
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Figura 19 - Icosidodecaedro obtido por truncaturas tanto no dodecaedro, quanto no icosaedro

Fonte: O autor (2019)

A partir do cuboctaedro e do icosidodecaedro obtidos anteriormente, podemos,
efetuando novas truncaturas, obter tanto o cuboctaedro truncado, quanto o icosidodecaedro
truncado.

Ha varios processos que podem ser utilizados para a obtencao do cuboctaedro truncado.
Aqui utilizaremos sucessivas truncaturas como ilustrado na Figura 20. A primeira delas consiste
na truncatura dos vértices do cuboctaedro, gerando um poliedro P1 que ndo é ainda
arquimediano, ja que algumas de suas faces ndo sdo poligonos regulares. Realizando novas
truncaturas, paralelas as faces hexagonais de P1 obtemos um poliedro P2, que ainda ndo é o

cuboctaedro truncado!!, o qual é obtido a partir de truncaturas realizadas em P, paralelamente

as faces retangulares.

Figura 20 - Cuboctaedro truncado obtido por truncaturas no cuboctaedro

~a..

Cuboctaedro

Cuboctaedro
Truncado

Fonte: O autor (2019)

11 https://www.geogebra.org/m/ejtbn87z
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O icosidodecaedro truncado pode ser obtido por um processo semelhante a este, dai
seu nome. Tanto o cuboctaedro truncado, quanto icosidodecaedro truncado também podem ser
obtidos por meio de um processo chamado de expansdo. Outros dois solidos, que apesar de
serem obtidos por truncatura a partir do cuboctaedro truncado e do icosidodecaedro truncado,
respectivamente, mas que optamos em construi-los por expansdo, sdo o rombicuboctaedro e o

rombicosidodecaedro. Trataremos destes na proxima segao.

2.2 Poliedros Obtidos por Expanséo

Como dito no inicio deste capitulo, o processo de expansdo consiste em afastar as faces
de um poliedro qualquer por uma determinada distancia e preencher os espagos vazios que
surgem como resultado deste afastamento com poligonos.

Nesta secdo, assim como na seguinte, vamos nos referir as estruturas poliédricas ocas,
que sdo utilizadas no processo de expanséo e snubificacdo, por poliedros.

O primeiro poliedro explorado por nds serd o rombicuboctaedro?. Optamos por

comecar esta se¢do com esta construcao por ser a mais simples das construgcdes por expansao.
Ela pode ser feita tanto pela expansdo das faces de um cubo, quanto pelas de um octaedro.
Contudo, vamos mostrar apenas a obtencao desse solido por meio da expansao das faces de um
cubo.

Para isso tomemos um cubo cujas arestas mecam a (Figura 21a). Primeiramente,

. . A . 2 .~ e
devemos afastar cada face deste poliedro a uma distancia de % de sua posicdo inicial,

conforme a Figura 21b, depois devemos preencher 0s espacos vazios, que resultam do
afastamento destas faces, com triangulos equilateros e quadrados, como indicado na Figura 21c.

Assim, teremos como resultado final o rombicuboctaedro, ilustrado na Figura 21d.

Figura 21 - Rombicuboctaedro obtido por expansdo no cubo

N
=

(a) (b)

Fonte: O autor (2019)

12 https://www.geogebra.org/m/wwmn2tty
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O valor da distancia apresentada acima, na qual se deve efetuar o deslocamento das
faces de um cubo de forma que estas sejam afastadas de suas posicOes iniciais, no cubo, até
suas posicdes finais, no rombicuboctaedro, pode ser deduzido seguindo passos similares aos ja
realizados por nos neste capitulo. Vejamos, entdo, como deduzir o valor dessa distancia.

Fazendo a projecéo ortogonal do rombicuboctaedro no plano ( Figura 22a), obtemos
como resultado da projecéo a Figura 22b.

Figura 22 - Projegéo ortogonal do rombicuboctaedro e sua representacio

(a) (b)

Fonte: O autor (2019)

Tomando uma parte da Figura 22b, a qual esta representada pela Figura 23. Nela,
construimos o quadrado BHIJ cujo comprimento dos seus lados séo iguais a d, distancia que
devemos realizar o deslocamento das faces de um cubo.

Figura 23 - Parte da projecdo do rombicuboctaedro ampliada

L J od o

Fonte: O autor (2019)

Note, que a diagonal do quadrado BHI] mede a, j& que é a projecdo ortogonal de uma
aresta do rombicuboctaedro (Figura 22a) Dai, temos que a = d+/2, 0 que implica em

d= av2 2.7)

gue ¢ a distancia exata procurada.
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Na Figura 24 podemos visualizar a construgdo do rombicosidodecaedro®® por meio da

expansdo do dodecaedro. Note, contudo, que o processo utilizado para calcular a distancia de
afastamento das faces do cubo para obtencdo do rombicuboctaedro ndo é completamente
analogo aos calculos que precisariam ser feitos para este caso, ja que, se escolhéssemos o plano
que contém uma das faces do dodecaedro para efetuarmos a projecdo ndo teriamos todas as
demais faces deste poliedro paralelas ou perpendiculares ao plano de proje¢cdo como no caso do
cubo. Podemos entretanto afirmar que, exceto por este fato, o processo de construcdo do
rombicosidodecaedro é completamente andlogo aquele utilizado para a obtencdo do

rombicuboctaedro.

Figura 24 - Rombicosidodecaedro obtido pela expansdo no dodecaedro

Fonte: O autor (2019)

Vejamos agora o0 processo de construgdo do cuboctaedro truncado por expansao, cuja
construcdo a partir da truncatura do cuboctaedro ja foi apresentada anteriormente.
Truncando um cubo de aresta a, retirando as faces triangulares e expandindo as faces

octogonais pode-se obter o cuboctaedro truncado®*, conforme apresentado na Figura 25.

Figura 25 - Cuboctaedro truncado obtido por expansdo no cubo truncado

Fonte: O autor (2019)

Contudo, devemos determinar a distancia de afastamento das faces octogonais do
cuboctaedro truncado a partir de sua posicéo original no cubo truncado. Para isso tomemos a

projecdo ortogonal do mesmo no plano, conforme a Figura 26a.

13 https://www.geogebra.org/m/yyjmu2p8
14 https://www.geogebra.org/m/fmwd8mvr
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Figura 26 - Projecdo ortogonal do cuboctaedro truncado e sua representacéo

(a) (b)

Fonte: O autor (2019)

Na Figura 26b, construimos o quadrado ABCD, correspondente a uma das faces do
cubo original e que circunscreve o octégono EFGHIJKL. Depois construimos os quadrados
BGMF e NPBO (Figura 27).

Figura 27 - Projecdo do cuboctaedro truncado

Fonte: O autor (2019)

Note que as diagonais dos quadrados BGMF e NPBO, medem ambas x, visto que s&o
as projecdes ortogonais de duas arestas do cuboctaedro truncado e que sé&o ambas paralelas ao
plano de projecdo (Figura 26a). Dai, tem-se que

BGMF = NPBO.

Logo, se d’ representa a distancia de deslocamento das faces do cubo truncado e d a

medida do lado do quadrado BGMF, entao:

d =d. (2.8)

2a—-av?2 -y . A .
= Za\/—, pois é a mesma distancia do corte para a truncatura

Mas ja sabemos que d =

de um cubo.

Portanto, da equacéo (2.8) temos que

_Za—ax/f

(2.9)
2

d/
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No que diz respeito as relacdes entre os processos de obtencdo do icosidodecaedro
truncado e do cuboctaedro truncado, valem os mesmos comentérios feitos sobre o
rombicosidodecaedro e o rombicuboctaedro, sendo assim nos limitaremos aqui a apresentar o

processo de construgdo do icosidodecaedro truncado'® por meio da Figura 28.

Figura 28 - Icosidodecaedro truncado obtido por expansdo no dodecaedro truncado

Fonte: O autor (2019)

Passemos agora a tratar daqueles solidos obtidos pelo processo de snubificacao.

2.3 Poliedros Obtidos por Snubificacao

Quando, no processo de expansdo, € necessario fazer a rotacdo das faces por um
determinado angulo, entdo esse processo passa a ser denominado snubificacdo. Utilizando a
snubificacdo no cubo e no dodecaedro, podemos construir os dois Ultimos sélidos

arquimedianos: o cubo snub'® e o dodecaedro snub'’, o que justifica seus nomes. Os valores

utilizados aqui para efetuar a translacdo ou a rotacdo das faces sdo valores aproximados e
obtidos a partir das construcdes dos mesmos disponiveis no repositorio de materiais do site
oficial do GeoGebra. O leitor pode acessar tais construcdes e verificar o nome de seu autor nos
enderecos disponibilizados nas notas de rodapé 16 e 17 ou simplesmente clicando nos
hiperlinks presentes neste paragrafo.

Para a construcio do cubo snub*® devemos afastar as faces de um cubo de aresta a por
uma distancia que corresponde a aproximadamente 0,64a e depois rotaciona-las por um angulo
que mede cerca de 16,5°, preenchendo em seguida 0s espagos vazios com triangulos equilateros

obtemos este poliedro de Arquimedes (Figura 29).

15 https://www.geogebra.org/m/z3pac8sn
16 https://www.geogebra.org/m/RjukDwyb
17 https://www.geogebra.org/m/ctHj Y cA5
18 https://www.geogebra.org/m/dpa8t9uj
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Figura 29 - Cubo snub obtido de um cubo

Fonte: O autor (2019)
Por outro lado, afastando as faces de um dodecaedro a uma distancia aproximada de
0,87a, rotacionando-as a um angulo de aproximadamente 13,1° e preenchendo 0s espacos

vazios com tridngulos equilateros teremos o dodecaedro snub*®, como visto na Figura 30.

Figura 30 - Dodecaedro snub obtido de um dodecaedro

Fonte: O autor (2019)

Também podemos encontrar o cuboctaedro snub e o icosidodecaedro snub fazendo a
snubificacdo no cuboctaedro e no icosidodecaedro, porém s6 vamos considerar aqui 0s dois
solidos snubs que completam os treze sélidos arquimedianos.

Veremos, no proximo capitulo, como podemaos, a partir dos topicos abordados até aqui,

construir os solidos de Arquimedes com o software GeoGebra.

19 https://www.geogebra.org/m/nfxqd5ea
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3 IDEIAS CENTRAIS PARA AS CONSTRUCOES NO GEOGEBRA

Neste capitulo, mostraremos como € possivel utilizar o Geogebra para apresentar de
forma dindmica os trés processos tratados no capitulo anterior e utilizados na construcdo dos
poliedros de Arquimedes: a truncatura, a expanséo e a snubficagdo. Para tanto, mostraremos de
que forma simulamos os cortes feitos no processo de truncatura dos vértices, como realizar o
afastamento das faces presente nos processos de expansao e snubficacdo e como efetuar a
rotacdo das faces que ocorre apenas neste Ultimo processo. N&o apresentaremos 0 passo a passo
da construcdo de cada um dos 13 solidos de Arquimedes. Ao invés disso, selecionamos um caso
exemplar de cada um dos processos para apresentar as ideias centrais destas construcdes.
Pensamos que, assim, além de evitarmos a repetitividade, que poderia tornar este texto
cansativo e enfadonho, damos ao leitor a chance de experimentar seu préprio caminho e realizar
suas proprias tentativas na construcio dos sélidos que ndo serdo aqui apresentados por nés. E
preciso deixar claro, contudo, que ndo faz parte dos objetivos deste trabalho introduzir o leitor
ao funcionamento do software GeoGebra, mas sim mostrar para aqueles que ja possuem alguma
familiaridade com a interface deste software, um pouco mais do seu potencial, apresentando
para ele alguns recursos que talvez Ihe sejam desconhecidos e 0 quanto as ideias matematicas

sdo importantes para ampliar o potencial de uso desta ferramenta.

3.1 Construindo por Truncatura

Abordaremos nesta se¢éo a construcdo do tetraedro truncado como modelo para todas
as construcdes feitas aqui por meio do processo de truncatura. Inicialmente devemos construir
um tetraedro na Janela de Visualizacdo 3D, o que pode ser feito utilizando o comando
Tetraedro (<ponto>, <ponto>). Para efetuar a truncatura devemos conhecer a distancia d,
percorrida sobre a aresta do tetraedro, de um dos vértices até o plano no qual sera efetuado o
corte. Neste caso, como foi dito no capitulo 2, essa distancia é obtida dividindo cada aresta em
trés partes iguais.

Com o objetivo de facilitar o processo de construcdo, podemos criar uma ferramenta
que nos permita encontrar os pontos por onde devem passar os cortes. Contudo, para

construirmos tal ferramenta devemos criar, na Janela de Visualizagdo 3D, dois pontos A e B,
com 0s quais podem obter o vetor AB, e no campo de entrada escrever a equacgdo

C = A + Vetor(A, B)/3, que tem como resultado o ponto C, o qual estara a % de disténcia do

ponto de origem de AB, como exemplificado na Figura 31.
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Figura 31 - O tetraedro e pontos utilizados na criacdo de ferramenta

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Bl A Alx > bl e 4 @ &) N wc|d
» Janel: » Janela de Visualizagdao 3D
con’
c:
Nun
or:=
Poli
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Pon
®A
A
*B
® B
®B
eC
D

Entrada: c=A+ (A, B)I3

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Selecionando no menu a opg¢do Ferramentas e depois clicando em Criar uma Nova
Ferramenta, abrimos uma caixa de didlogo com trés abas. Na primeira aba, denominada
Objetos Finais (veja a Figura 32a), informamos o objeto que queremos que seja gerado pelo
uso da ferramenta que, em nosso exemplo, é o ponto C. Na segunda aba, denominada Objetos
Iniciais (Figura 32b), informamos os objetos que nos permitirdo criar o0 novo objeto por meio
do uso da ferramenta, em nosso exemplo esses objetos sdo os pontos A e B. Finalmente, na
terceira e Gltima aba, denominada Nome e Icone (Figura 32c), informamos obrigatoriamente o
nome da ferramenta que estamos criando (Truncar, em nosso exemplo) e o comando associado
a ela que podera ser digitado no campo de entrada depois que a ferramenta estiver criada.
Opcionalmente, podemos escolher uma imagem para o icone da ferramenta que serad gerada.
Caso ndo escolhamos nenhum arquivo de imagem o GeoGebra utiliza a imagem padrdo de uma
chave de rosca. Seguindo todos os passos descritos aqui geramos uma ferramenta cujo icone
aparecerd na Barra de Ferramentas e cujo comando ficara disponivel para ser digitado no

campo de entrada.

Figura 32 - Passos para criar uma ferramenta no GeoGebra

Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e icone

Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista

A
v

lPonto ©(3.87, 3.66, 2.76)

X

< Voltar = Préximo > Cancelar

(a)
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Obijetos Finais Objetos Iniciais Nome e icone

Selecione os objetos na construgéo ou escolha-os de uma lista

Ponto A(3.7, 4.95, 4.11) A
Ponto B(4.19, 1.07, 0.06) v
X

< Voltar | Préximo > | Cancelar
(b)

Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e icone

Mome da ferramenta Truncar
Nome do comando Truncar
Ajuda da ferramenta

‘\ & Exibir na Barra de Ferramentas

icone ...

<Voltar | Concluido | ~ Cancelar

(©

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Com a ferramenta j& criada, ao selecionarmos dois vértices do poliedro é criado o
ponto na distancia exata por onde deve passar o corte. Clicando em cada um dos vértices do

tetraedro criam-se 0s pontos necessarios para a truncatura. A Figura 33 exibe alguns destes
pontos.

Figura 33 - O tetraedro com as marcac@es de alguns pontos

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

& AL > el el 4l @) N el 4] A
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OK=
eL=
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® are:
® are:,

Entrada:

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Ocultando o tetraedro e deixando apenas os pontos gerados pelo uso da nova
ferramenta, podemos, entdo, com o auxilio da ferramenta Poligono, criar as faces do novo

poliedro, o tetraedro truncado, que é um dos treze poliedros de Arquimedes (Figura 34).
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Figura 34 - Representagdo do tetraedro truncado no GeoGebra

iy Al @) 5 N lnee | (<>

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Depois, para dar mais dinamismo para a construcdao, podemos anima-la de tal forma
gue ndo apenas o poliedro resultante apareca, mas também o processo que o gerou, isto é, a
truncatura dos vértices do tetraedro. Para isso, primeiro, na Janela de Visualiza¢éo, criamos um
controle deslizante g com valor minimo O e, depois de exibir novamente os vértices do tetraedro
original, utilizamos a ferramenta Piramide para construir as piramides correspondentes a parte

que foi retirada do tetraedro como indicado na Figura 35.

Figura 35 - O tetraedro truncado e as pirdmides resultantes das truncaturas

e

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra.

Para fazer as piramides se movimentarem ao mexer o controle deslizante q, criam-se
retas perpendiculares as faces triangulares passando pelos vértices do tetraedro, com o objetivo
de encontrar o ponto de interse¢éo entre elas, que também € o centro da esfera que circunscreve
0 sélido, depois, constroem-se vetores tais que suas origens sejam o ponto central da esfera
encontrado e suas extremidades sejam o0s vértices do tetraedro, conforme observamos na

Figura 36.
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Figura 36 - Vetores construidos a partir do centro do tetraedro

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Para fazer a translacéo de cada pirdamide de acordo com o sentido e direcdo dos vetores
construidos devemos utilizar o comando Transladar(<objeto>, <vetor>). Escrevemos, no
lugar da entrada <objeto>, o nome do objeto que se quer transladar, neste caso uma das
piramides e, no lugar da entrada <vetor>, o produto do vetor associado a pirdmide pelo controle
deslizante q.

Aplicando esta operacdo em todas as piramides, podemos mové-las todas ao mesmo
tempo utilizando o controle deslizante q. Para finalizar podemos mudar as cores das faces do

s6lido como na Figura 37.

Figura 37 - O resultado do processo de truncatura em um tetraedro

- o x

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra
Realizando procedimentos similares aos apresentados aqui podemos construir outros

solidos de Arquimedes a partir dos solidos regulares. Porém, para isso, devemos saber a

distancia d de truncamento para cada caso.
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3.2 Construindo por Expansao

Para exemplificar o processo de expansdo abordaremos aqui a construcdo do
rombicuboctaedro a partir do cubo. A constru¢do do cubo na Janela de Visualizacdo 3D é
semelhante a do tetraedro, apresentada na se¢do anterior, bastando trocar no comando a palavra
Tetraedro pela palavra Cubo. Para expandir as faces do cubo de forma que possamos construir
0 rombicuboctaedro, devemos, primeiramente, conhecer a distancia d pela qual estas faces
foram transladas de sua posic¢éo inicial, no cubo, até sua posicdo final, no rombicuboctaedro.

7

. . . s A s g 2 7 -
Vimos no capitulo anterior que essa distancia é d = aT na qual a é o comprimento da aresta

do cubo.

Nessa construcdo, portanto, devemos encontrar os centros de cada face do cubo e o
ponto em que estardo estes centros ao final da translacao, isto &, os centros das faces quadradas
do rombicuboctaedro que resultaram deste movimento de translacdo. Para a obtencdo destes
ultimos pontos seria necessaria a repeticdo de um conjunto de passos que podemos reduzir por
meio da criagdo de uma nova ferramenta. Para isso devemos considerar os pontos 4, centro do
cubo, B, centro de uma de suas faces na posicao anterior a expansdo, e C, posi¢cao ocupada por
B durante a expansdo. Digitando no campo de entrada a férmula
C =B + b*sqgrt(2)*vetor(A, B), na qual b é o valor fornecido por um controle deslizante que
varia de 0 a 1 e cuja manipulacéo sera responsavel pelo efeito de translacdo das faces obtemos
0 ponto C a partir dos pontos A e B e do controle deslizante b.

Para encontrarmos a formula utilizada na criacdo da ferramenta tracamos a seguinte

meta: encontrar o ponto C que corresponde ao deslocamento do ponto B, na dire¢éo e no sentido

do vetor 4B, por uma distancia d = aTﬁ (veja Figura 38). Isto pode ser feito fazendo

C =B+ BC. (3.1)

Porém, como ainda ndo temos o ponto C, que é justamente 0 ponto que procuramos,

2
a‘/_, sabemos

precisamos escrever o vetor BC de outra forma. Como a distancia entre Be C é —

que este deve ser 0 modulo do vetor BC. Além disso, sabemos que BC deve ser um multiplo

escalar de AB, ja que possui a mesma direcdo deste. Como o vetor AB possui comprimento %

concluimos que BC = v2 AB. Substituindo este Gltimo resultado em (3.1), obtemos

C=B+V24B, (3.2)
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que é praticamente a formula digitada no campo de entrada, exceto pelo fato de que

acrescentamos a ela o fator b multiplicando o termo 2 AB, para que o ponto C ganhe
mobilidade.

Figura 38 - O cubo e os pontos que geram a ferramenta

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Ap0s a criacdo do ponto C torna-se possivel criar, de forma analoga ao que foi feito na
secdo anterior, a ferramenta que tera este ponto como objeto final e 0s pontos A e B e o controle
deslizante b como objetos iniciais.

Com a ferramenta j& criada, ao selecionarmos o centro do cubo e o centro de uma de
suas faces obtemos o ponto correspondente ao centro da face transladada. Repetindo este

procedimento para cada uma das faces o resultado obtido é o0 que vemos na Figura 39.

Figura 39 - O cubo e 0s pontos centrais das faces que serdo transladadas

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Para transladar as faces do cubo basta escrevermos o comando

Transladar (<objeto>, <vetor>) no campo de entrada, entretanto, com intuito de diminuir a
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quantidade de objetos para néo sobrecarregar o arquivo, podemos escrever na parte <vetor> o
comando Vetor (<ponto>, <ponto>), ao invés de criar os vetores que fornecem a direcdo de
cada uma das translacGes. Os pontos que devem ser informados no comando Vetor séo o centro
de uma das faces do cubo e o ponto gerado a partir deste centro pela ferramenta criada.
Realizando este procedimento para cada uma das faces do cubo obtemos o efeito explicitado

pela Figura 40.

Figura 40 - O cubo e suas faces transladadas

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Como o objeto utilizado no comando Transladar € um poligono, o resultado da
translacdo sera também um poligono, contudo, sem os Vvértices, 0s quais 80 necessarios para a
criacdo dos poligonos que preencherdo o espaco criado entre as faces transladadas. Para obter
tais veértices basta utilizar o comando Vértices(<Poligono>). Obtidos todos os Vértices
podemos, entdo, com a ferramenta Poligono, construir os triangulos equilateros e quadrados
que preencherdo os espacos vazios. Para darmos mais dinamismo a constru¢do podemos
transladar tais poligonos utilizando procedimentos que, por serem similares aos que
descrevemos ha pouco, ndo descreveremos novamente aqui. Realizados todos estes
procedimentos, devemos ocultar os objetos que ndo desejamos que aparecam ao final da
construcdo e modificar as propriedades dos objetos criados, como as cores, por exemplo. O
resultado final € o que aparece na Figura 42, na qual podemos ver trés controles deslizantes, um
vermelho, responsavel pela translacdo das faces do cubo e mais outros dois, responsaveis pela

aproximagcéao das faces que fardo o preenchimento dos espacos vazios.
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Figura 41 - O processo de expansao para obtencdo do rombicuboctaedro

bif Dpglies Feramentas Janéls Auds

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Como ndo queremos que os controles deslizantes azul e amarelo aparecam antes que
0 ponto sobre o controle deslizante vermelho esteja 0 mais a direita possivel (0 que acontece
quando b = 1), precisamos criar uma condicdo para Seu aparecimento, acessando as
propriedades de um deles ao clicar com o bot&o direito do mouse sobre ele (Figura 42a), se
abrird uma caixa de didlogo, indo até a aba Avancado e digitando b = 1 no campo Condi¢ao
para Exibir Objeto(s) (Figura 42b) este controle deslizante s aparecerd quando esta condicéo
for satisfeita. Pode-se proceder da mesma forma para o outro controle deslizante.

Figura 42 - Passos para condicionar o aparecimento do controle deslizante

"THiEHEE S a
Niimero b Cubo | Basico Controle Deslizante Cor Posigéo Algebra Avangado Programagao
A% Exibir Rétulo Liasta Condig&o para Exibir Objeto(s) F
Animar oL bZ1
~  Fixar Objeto el Cores Dinamicas
¥ Posigo Absoluta na Tela °L Red:
- °L Green:
’0. Renomear e L, 5
ue:
//  Apagar oL,
. L..
.+ Propriedades ... . :_ RGB - =
(a) (b)

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra.

Fazendo processos semelhantes aos apresentados acima pode-se, por exemplo,

construir o rombicosidodecaedro a partir do dodecaedro regular.
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3.3 Construindo por Snubificacéo

Vimos na secdo anterior como expandir as faces de um cubo e optamos agora por
apresentar o processo de obtencdo do cubo snub, cuja construcdo se da de maneira similar,
porém seguido da rotacdo das faces transladadas.

N&o mostraremos aqui como expandir as faces, visto que ja o fizemos na sec¢ao anterior
para o rombicuboctaedro. Apenas alertamos aqueles que desejarem reproduzir esta construcao
que se lembrem de substituir em seus célculos o valor d da distancia de translacdo das faces
pela aproximagéo d = 0,64a, em que a representa o0 comprimento da aresta do cubo.

Vejamos entdo como proceder para efetuar a rotacdo de uma face transladada Tj;.
Inicialmente, devemos criar um controle deslizante P, e uma reta r passando pelo centro do
poliedro e pelo centro de T;. O controle deslizante deve ser do tipo Angulo e variar de 0° a

16,5°, como indicado na Figura 43.

Figura 43 - Caixa de dialogo para criar um controle deslizante

Controle Deslizante -
. Mome
() Mimero
" P2 [+ |
(® Angulo |
O Inteiro [] Aleatdrio (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animacio

min; |0° max. |16.5° Incremento; | 5°

Ok Cancelar

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra.

Em seguida deve-se escrever no campo de entrada o comando Girar( <Objeto>,
<Angulo>, <Eixo de Rotacao> ), ou, neste exemplo, digitar simplesmente Girar(T;, P,, r). O
mesmo procedimento deve ser repetido para cada face transladada, utilizando sempre 0 mesmo
valor absoluto do angulo P, para todas elas, mas buscando o eixo de rotacdo correspondente.
Porém, para que todas as faces sejam rotacionadas no mesmo sentido, devemos escrever 0s
angulos com os sinais opostos para cada par de faces que sejam paralelas. A Figura 44, mostra
o resultado dessa operacéo.
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Figura 44 - A expansao e a rotacdo das faces de um cubo

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

'A/\\bd-"é-“.@.@&.';\sc@

» Janeli| * Janela de Visualizagé&o 2 X
oL’ P1 P2
®L,
® L |» Janela de Visualizagédo 3D X
oL,
oL,
oL,
oL,
®L,
oL,
oL,
oL,
eL,
oL,

Etrada‘ Girar(T1, P2, 1) 0

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra

Para finalizar preenchem-se 0s espacos vazios, entre as faces do cubo, com triangulos

equilateros. O resultado é mostrado na Figura 45.

Figura 45 - Representa do cubo snub no Geogebra

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda
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® K=(0,0,0.5)
® K = (-0.62122641(
K, = (0.207075470
® L =(0.337753973¢
® M = (0.621226410
M. = (-0.70053129
M, = (0.700531297
® N = (-0.337753973
® N, = (-0.96881780¢
N, = (0.700531297
® 0 =(-0.621226410
® 0, =(-0.70053129"

j » Janela de Visualizagédo 3D A

Etrada:

Fonte: Print screen da interface do GeoGebra.

E possivel obter o dodecaedro snub realizando passos de construcdo semelhantes aos
que foram tratados nesta se¢cdo. Com a construcdo do cubo snub encerramos este capitulo
esperando que ele tenha contribuido com o leitor na apresentacdo de ferramentas e comandos
gue ampliam as possibilidades de uso do GeoGebra, um software que certamente vem

contribuindo para a transformagéo da forma de ensinar matematica nas escolas.
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CONSIDERACOES

Como foi dito na introducdo deste trabalho, os objetivos 0s quais nos propusemos
atingir foram alcancados, uma vez que obtivemos e disponibilizamos no repositorio de
materiais do site do GeoGebra construcdes referentes aos 13 sélidos arquimedianos, as quais
ndo apenas exibem estes sélidos, mas também apresentam a forma pela qual cada um deles é
obtido a partir de poliedros de Platéo.

Além disso, esperamos que este trabalho contribua para despertar no leitor a
curiosidade sobre este tema tdo fascinante que € a geometria, em especial a geometria espacial,
possibilitando o contato com um tema pouco abordado em institui¢bes de ensino basico, como
€ 0 caso dos poliedros de Arquimedes.

N&o defendemos aqui a ideia de que tal tema deveria necessariamente ser abordado
pelo professor com alunos da educacéo basica, pois ndo acreditamos que o foco do ensino deva
ser em trabalhar o conteiido A ou o contedo B, mas sim levar até o aluno ideias encantadoras,
que estimulem seu raciocinio e sua criatividade, o que pode ser feito também por meio desta
tematica, dependendo isto apenas da abordagem escolhida pelo professor.

Embora as construgdes dos arquivos no formato ggb representem uma parte muito
importante deste trabalho, tentamos ndo nos limitar a mera apresentacédo de tais construgdes.
Buscamos mostrar também um pouco da historia ligada ao tema dos poliedros de Arquimedes
e alguns dos calculos matematicos utilizados para tornar estas construcdes possiveis. Mesmo
gue em muitos casos ndo tenhamos sido capazes de realizar as construgdes com base em
resultados exatos, mas por meio de aproximacdes, outros raciocinios foram utilizados no
sentido de criar estimativas que fossem razoaveis. Esperamos poder, futuramente, continuar
nossos estudos a respeito do tema com a finalidade de realizarmos construcdes embasadas em
resultados mais precisos, certos de que isso contribuira para o desenvolvimento de nossos
conhecimentos no campo da geometria.

Assim como temos a intencao de melhorar as construcdes ja feitas aqui, temos também
a intencdo de criar novas construgdes, que apresentem formas diferentes de construir cada
poliedro, ndo s6 mostrando que ndo ha uma forma Unica de proceder, mas também explorando
a matematica que esta por tras de cada um destes processos.

Finalmente, como o leitor pdde constatar na leitura deste trabalho, ao acessar as
construcdes disponibilizadas no site do GeoGebra, o material produzido encontra-se ainda
disperso no site. E nossa intenco que, no futuro, tais construces possam estar reunidas em um

livro dindmico disponibilizado naquele site, acompanhado de explicacGes relativas a cada um
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dos sélidos de Arquimedes orientando o leitor sobre a forma de manipular cada uma das
construcdes para que o efeito visual desejado possa ser obtido.

Por fim, esperamos que este trabalho ndo represente o fim de mais uma jornada
investigativa sobre sélidos geométricos, mas o pontapé inicial para que, na Academia ou nas
salas de aulas, alunos e professores possam conhecer mais profundamente e construir suas

proprias investigacdes, como a humanidade tem feito desde a Antiguidade.
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